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1 Einleitung

In diesem Versuch sollen, nach der Besprechung des Tragheitsmomentes,
nochmals die Bewegungsgleichungen starrer rotierender Korper vermittelt
werden. Im Rahmen dieses Versuchs soll insbesondere die Prézession eines
Kreisels gemessen werden. Diese ist, wenn man sie das erste Mal beobachtet
sehr erstaunlich. Doch ldsst sie sich mit Hilfe der Bewegungsgleichungen
starrer rotierender Korper gut erkléren.

2 Theorie

2.1 Winkelgeschwindigkeit

Mit der Translationsgeschwindigkeit lassen sich Geschwindigkeiten starrer
rotierender Korper nicht elegant ausdriicken. Denkt man sich z.B. eine Kreis-
scheibe, so legen Punkte, die weiter von der Drehachse entfernt sind, in der
gleichen Zeit eine langere Strecke zuriick, als Punkte, die nahe an der Dreh-
achse liegen. Denkt man sich jedoch eine Linie von der Drehachse zu einem
beliebigen Punkt z, so iiberstreichen alle Punkte auf dieser Linie in einer
gegebenen Zeit den gleichen Winkel ¢. Die zeitliche Anderung dieses Win-
kels ist die Winkelgeschwindigkeit w, mit der man die Geschwindigkeit
eines starren rotierenden Korpers ausdriickt:

_ %

w dt.

Aus dieser Definition folgt der Zusammenhang zwischen Translations- und
Winkelgeschwindigkeit:

v
v = wr =4 W = —.
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Abbildung 1 - Translations- und Winkelgeschwindigkeit

Mit der Umlaufzeit T fiir eine Drehung um den Winkel 27 wird die Winkel-
geschwindigkeit zu



2.2 Drehimpuls und Drehmoment

Fiir einen starren Korper, der um eine feste Achse rotiert, erhdlt man den
Drehimpuls L, wenn man den Impuls eines jeden Massenpunktes m mit
seinem Abstand r von der Drehachse multipliziert und iiber den ganzen

Koérper summiert, also:
L = g 75 X Pj.

Mit p = mwv, v = wr und J = mr? ergibt sich

Die zeitliche Anderung des Drehimpulses ist das Drehmoment

dL
M = —.
dt

2.3 Kreisel

Ein Kreisel ist ein starrer Korper der um eine freie Achse rotiert, die nur in
einem Punkt unterstiizt wird. Ist dies der Massenmittelpunkt so heifit der
Kreisel kriftefrei, sonst spricht man von einem schweren Kreisel. Bei einem
symmetrischen Kreisel ist der rotierende Koérper symmetrisch zur Drehachse.

2.4 Prazession

Wenn die Drehachse des Kreisels horizontal gehalten wird und der Kreisel
sich nicht dreht, so fillt er aufgrund der Schwerkraft einfach nach unten.
Dreht sich der Kreisel jedoch, so weicht die Drehachse horizontal aus. Diese
Bewegung nennt man Prdzession. Sie lidsst sich dadurch erklédren, dass das
Drehmoment senkrecht zur einwirkenden Kraft und zum Drehimpuls steht.
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Abbildung 2 - Ein schwerer symmetrischer Kreisel.

Es ist also zu zeigen, dass M L F und M | L gilt. Es ist

-

L = 7xp = 7xmv.



Nach der Definition von M folgt

o= L i Y mid = i F
dt dt
und nach der Definition des Vektorproduktes schliefSlich M L F.

Da aber 7 in die gleiche Richtung zeigt wie L folgt ebenfalls M1 L.

Abbildung 3 - Prézession

Nun lédsst sich die Prédzessionsgeschwindigkeit w, berechnen. Die Prézes-
sionsgeschwindigkeit ist die zeitliche Anderung des Winkels ¢.

Nun gilt wegen M = ‘f# & Mdt = dL gerade

AL M
@_Lsine_Lsinﬁ'

Nach der Definition von w), folgt

dp M
Wy, = — = .
P dt L sind
Wegen
M = 7"xF = Fxmg = |F] m|g|siné
vereinfacht sich w), zu
_ rmgsing  rmg
P Lsin® Jwy’

wobei wy, die Winkelgeschwindigkeit des Kreisels ist.



2.5 Nutation

Aufgrund der Bewegung von dem Massenmittelpunkt des Kreisels gibt es
ein kleines Drehmoment, das nach oben zeigt. Nun fillt die momentane
Drehachse nicht mehr mit der Hauptrigheitsachse [die sog. Figurenachse]
zusammen, sondern rotiert um diese. Diese Bewegung sieht aus wie ein Ni-
cken des Kreisels und wird Nutation genannt.

Nun l&sst sich die Nutationsgeschwindigkeit wpy berechnen.
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Abbildung 4 - Nutation
Es gilt:
(1) wy, = wpy sinf
(2) L, = J,wNny, Ly = Jpw
L, _ _ L
(3) sinf L = cos 0
Daraus folgt nun
1 L, 1 I 1 L, 1 1 J,
N N7 sing J, sin6 J, cosf J, cos@ J,

was sich wegen 6 = 0, also cosf ~ 1 zu
Ja
WN R — W
J:

vereinfacht.



3 Versuchsdurchfiihrung
3.1 Versuchsteil A - Physikalisches Pendel

Zunéchst wird der Kreisel eingespannt und durch ein Zusatzgewicht in ein
physikalisches Pendel verwandelt. Nun wird die Schwingungsdauer {iber 10
Perioden mehrfach gemessen. Die Messung wird an der diametral gegeniiber-
liegenden Stelle wiederholt.

3.2 Versuchsteil B - Prazession

!

Abbildung 5 - Schema des Versuchskreisels mit Zusatzgewicht

Nachdem die Einspannung entfernt wurde, wird der Kreisel mit dem Aus-
gleichsgewicht in die horizontale Gleichgewichtslage gebracht. Mit der Auf-
zugsschnur wird das Rad in schnelle Rotation versetzt. Nun wird die Rota-
tionsperiode des Rades mit Hilfe einer Lichtschranke bestimmt [am &duferen
Rand des Rades wurde ein Klebestreifen angebracht damit er die Licht-
schranke unterbrechen kann|. Ein Zusatzgewicht wird an die freie Achse des
Kreisels gehdngt. Nachdem der Kreisel per Hand langsam in die Prézessions-
bewegung eingefithrt wurde, wird eine halbe Prizessionsperiode gemessen.
Diese Schritte [messen der Rotationsperiode des Rades und der Prizessi-
onsperiode des Kreisels| werden zweimal wiederholt. Die gesamte Messung
wird mit zwei weiteren Gewichten wiederholt.

3.3 Versuchsteil C - Nutation

Wieder wird das Rad in schnelle Rotation versetzt und die Rotationsperiode
des Rades gemessen. Nun wird der freien Achse ein Stofl gegeben, und die
Nutationsperiode gemessen. Diese beiden Schritte werden zweimal wieder-
holt.



4 Auswertung

4.1 Tragheitsmoment aus den Eigenschaften des Rades

Das Tragheitsmoment des Rades um die horizontale Achse wird mit der

Formel

Jr = 3 mr?
berechnet, wobei m die Masse des Rades und r dessen Radius ist. Es ergibt

sich J, = 0,00993 kg m?.

Das Trégheitsmoment des gesamten Kreisels um die Drehachse berechnet
sich mit

Jz = JAusgleichsgewicht + JStange + JRad

p— %msﬂ + ml? + %WLHQ + %mrd2 + my22,
wobei m, die Masse des Ausgleichgewichtes und z, seine Entfernung von
der Drehachse ist, ms die Masse und [ die Léinge des Stange, I’ die Entfer-
nung des Schwerpunktes der Stange zur Drehachse, m, die Masse des Rades
und r dessen Radius, d der Durchmesser des Rades und z, der Abstand des
Rades zur Drehachse. Hierbei wurde das Ausgleichsgewicht als Punktmasse
angenommen, z, mit dem Hebelgesetz ausgerechnet und mehrfach der Stei-
nersche Satz angewendet. Die Masse der Stange wurde auf 400 g geschétzt,
ihre Lange auf 50 em. Der Abstand des Schwerpunktes der Stange zur Dreh-
achse wurde auf 10 ¢m geschétzt.

Es ergibt sich J, = 0,05841 kg m?2.

= MuZ

4.2 Tragheitsmoment aus dem Physikalischen Pendel

Aus der Schwingungsdauer T' des Rades mit Zusatzgewicht m im Abstand
z von der Drehachse und der Gravitationsbeschleunigung g, folgt fiir das
Trégheitsmoment [Herleitung siehe Versuch 03: Das Triigheitsmoment]

T?gmz 9
Am?

Der Fehler der Schwingungsdauer wurde mit

J:

AT = Kkleinster Skalenwert der Stoppuhr -+ 0,005 - Messwert
= 0,0140,005-T

berechnet. Fiir den Fehler des Trégheitsmomentes wurde das Gesetz der
Fehlerfortpflanzung verwendet,

s (0J\° . L (08T
JJ:aTa—T +JZ§




Tgmz\? T2gm 2

_ 2

= \/<O‘T 92 > —|—az< 12 —2mz |

wobei ¢ als Konstante und m als genau angenommen wurde, so dass sie
nicht beriicksichtigt wurden.

Tls] | AT | J [kgm?] o

1.83 | 0.02 | 0.00930 | 0.00037

1.79 1 0.02 | 0.00880 | 0.00035

1.80 | 0.02 | 0.00898 | 0.00036

1.80 | 0.02 | 0.00896 | 0.00036

1.81 | 0.02 | 0.00907 | 0.00036

1.80 | 0.02 | 0.00915 | 0.00036

Es ergibt sich fiir den gewichteten Mittelwert J = 0,00904 kg m? mit dem
Fehler o; = 0,00015 kg m?2.
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Abbildung 6 - Trigheitsmoment aus dem physikalischen Pendel



4.3 Tragheitsmoment aus der Prazessionsgeschwindigkeit
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Abbildung 7 - Berechnung von wp - wy,

Der Fehler der Prizessionsperiode wurde wie in 4.2 berechnet. Leider sind
die Fehlerbalken so klein, so dass sie in der Grafik kaum sichtbar sind. Dies
ist fiir uns unerklérlich: wir haben die Fehler mehrmals nachgerechnet.

Der erste Messwert bei dem Zusatzgewicht von 60 g ist ein Messfehler. Die-
ser auf die falsche Bedienung der Lichtschranke zuriickzufiihren. Sie wurde
wahrscheinlich zu dicht an das Rad gehalten, so dass die zweite Unterbre-
chung des Lichtstrahles nicht durch den Klebestreifen, sondern duch das
Rad selber ausgeldst wurde.

Fiir wy, wurde der Mittelwert der Rotationsgeschwindigkeit vor und nach der
Messung der Priizessionsfrequenz genommen [ausser bei dem jeweils letzten
Wert - das Praktikumsskript war ein wenig ungenau, so dass wir die Rota-
tionsfrequenz nicht gemessen haben].

Mit w := wp wk berechnet sich das Trégheitsmoment durch

rmg rmg rmg
w. = g =
P J wy, wp Wk w

wobei m die Masse und r der Abstand des Zusatzgewichtes zur Drehachse
ist. w ergibt sich durch die lineare Regression:

wp

Wi



Der Fehler berechnet

sich mittels der Fehlerfortpflanzung:

— 2
_

g2+2 87J2
or Tw ow

aJj
mg 2 rmg\ 2
= 2 (LI
<JT wp wk> + Tw ( w? )
m w Ow J [kg m?] o
0.04 | 11.18082 | 0.13943 0.00948 0.00133
0.05 | 14.27902 | 0.41437 | 0.00927 | 0.00385
0.06 | 16.73975 | 0.32491 0.00949 0.00309
Es ergibt sich der gewichtete Mittelwert J = 0,00946 kg m
Fehler o; = 0,00116 kg m?2.
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Abbildung 8 - Triigheitsmoment aus der Priizessionsgeschwindigkeit
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4.4 Vergleich der Ergebnisse fiir das Tragheitsmoment
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Abbildung 9 - Vergleich der Triigheitsmomente

Auffallend ist, dass die gemessenen Werte fiir das Tragheitsmoment von
dem theoretischen Wert stark abweichen. Dies liegt wahrscheinlich daran,
dass beim theoretischen Wert der Kreisel als reibungsfrei angenommen wird.
Die Fehlerbalken des Tragheitmomentes welches durch die Pendelbewegung
errechnet wurde [Messung 1-6] sind deutlich kleiner als die, die durch die
Prézession errechnet wurden [Messung 7-9]. Der Grund hierfiir ist, dass
die Messungen 1-6 weniger Fehlerquellen beinhalteten. Man erkennt jedoch,
dass die meisten Fehlerbalken von Messung 7-9 innerhalb des gewichteten
Mittelwertes von Messung 1-6 liegen. Hieraus lésst sich schlieflen, dass das
Trégheitsmoment des Rades am Besten durch den gewichteten Mittelwert
von Messung 1-6 berechnet wurde.

4.5 Diskussion

Die Messung des Tréagheitsmoment des Rades mit Hilfe des physikalischen
Pendels lieferte Ergebnisse mit deutlich kleinerem Fehler. Da bei der Mes-
sung der Prézessionsperiode der Neigungswinkel 6 schnell zunahm, musste
man darauf achten, dass das Zusatzgewicht nicht gegen die Halterung des
Kreisels stofit. So mussten die Messungen enorm schnell durchgefiihrt wer-
den, und es kam zu Bedienungsfehlern der Lichtschranke.
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4.6 Nutation

Die Nutationsgeschwindigkeit errechnet sich durch wy = 2%, wobei T die
Nutationsperiode ist. Der Fehler wurde wieder durch AT = 0,01+ 0,005 -
T und durch das Gesetz der Fehlerfortpflanzung errechnet. In der Tabelle
bezeichnet wy, die durch die in 2.5 hergeleitete Formel errechneten Werte

fiir die Nutationsgeschwindigkeit.

WR wWN Owy WNr

104.71976 | 15.70796 | 0.47124 | 17.80977

87.87672 12.719 | 0.32106 | 14.94526

73.06029 | 10.57775 | 0.23097 | 12.42542

123.19971 | 17.79939 | 0.59323 | 20.95267

95.19978 | 13.68886 | 0.36668 | 16.1907

79.03378 | 11.8105 | 0.28105 | 13.44133
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Abbildung 10 - Nutationsgeschwindigkeit
Aus der linearen Regression ergibt sich “Uj—’; = 0,14611. Dies entspricht

ungefihr dem Wert % = 0,17007. [J, und J, siehe 4.1].
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4.7 Diskussion

Leider lédsst die Genauigkeit des errechneten Tréagheitsmoment des Kreisels
einen direkten Vergleich der Tréagheitsmomente nicht zu. Die Schétzungen in
4.1 moégen in etwa richtig sein, sind aber mit einem groflen Fehler behaftet.
Das Praktikumsskript war im Bezug auf die Errechnung des Trégheitsmo-
ment beziiglich der Drehachse des Kreisels viel zu ungenau. Dort hiefl es
,Berechnen Sie aus den Angaben das Trigheitsmoment des Rades [...] um
die vertikale Achse.“ Somit haben wir nur die Messungen vorgenommen, die
zur Errechnung des Trigheitsmomentes um die vertikale Achse des Rades
und nicht des gesamten Systems notig gewesen sind. Zusétzlich lasst sich die
Masse der Stange nicht bestimmen, ohne die gesamte Apparatur auseinan-
derzunehmen, was sicherlich nicht im Sinne der Praktikumstechniker wére.
Hier fehlen die Angaben am Praktikumsplatz. Bevor das Praktikumsskript
um Versuchsteile ergédnzt wird, sollte doch bitte die Praktikumsleitung die
gewiinschte Auswertung exemplarisch durchrechnen.

Trotz alledem ist das eigentliche Ergebnis sehr zufriedenstellend. Die Auf-
tragung ergab einen linearen Zusammenhang und die Fehler sind in den
erwiinschten Gréflenordnungen.



