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1 Einleitung

Wollen wir funktionale Abhangigkeiten zwischen zwei Variablen modellieren, so reicht unser
Kontextwissen oftmals nicht aus, um direkt eine Funktionsklasse festzulegen. Somit kénnen
wir dann nur anhand der vorliegenden Daten argumentieren. Um die Daten fir sich allein

sprechen zu lassen, kdnnen Interpolationen verwendet werden.
Doch was ist tberhaupt eine Interpolation?

Um diese Frage zu beantworten kann man sich das Spiel ,Malen nach Zahlen“ vor Augen
fuhren. Hierbei geht es darum, nummerierte Punkte so zu verbinden, dass ein Bild entsteht.

Dafur gentigen mehr oder weniger gerade Linien.
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Abbildung 1: Malen nach Zahlen (https://www.mathi.uni-heidelberg.de/~thaeter/anasem08/Interpolation.pdf,
abgerufen am 14.05.2019)

Bei Interpolationen ist es &hnlich. Wir haben n 4+ 1 Punkte, z.B. durch eine physikalische
Messung, in einem Koordinatensystem gegeben und wollen diese Punkte nun verbinden, um
Zwischenwerte bestimmen zu kénnen, ohne fiir jeden Wert eine neue Messung durchfiihren
zu mussen. Dafur verbinden wir die Punkte mithilfe einer Funktion, die durch die Punkte
verlaufen soll und die Zwischenwerte moéglichst gut ann&hert. Unser Anspruch an die Funktion
ist hierbei noch, dass die Funktion moglichst ,glatt* sein soll, also sich diese moglichst oft

ableiten lasst.



2 Beispiel Sprinter
Bei einem 100-Meter-Sprinter wurden nach 5m, 15m, 30m, 75m, 85m und 100m die Zeiten
und Geschwindigkeiten gemessen. Die gewonnenen Daten sind in der Tabelle 1 aufgefihrt.

Tabelle 1: Messdaten eines 100m-Sprinters

Strecke in m X; 0 5 15 30 75 85 100
Zeit in Sekunden ti 0 1,5 2,5 5 9,5 11 13,5
Geschwindigkeit v; 0 12 21,6 27 28,4 27,81 | 26,667

in km/h

Die Herausforderung besteht nun darin, die Geschwindigkeitskurve x - v(x) bzw. t - v(t) zu

rekonstruieren. Der Trainer mochte folgende Fragen beantworten:
Wo hatte der Laufer seine maximale Geschwindigkeit?
Wo hatte er eine maximale Beschleunigung?

Um diese Fragen zu beantworten, stellen wir die gemessenen Werte zunachst in einem

Koordinatensystem als Streudiagramm dar (siehe Abbildung 2).

Abbildung 2: Zeit versus Geschwindigkeit eines 100m-Sprinters

Um nun den Geschwindigkeitsverlauf des Laufers genauer beschreiben zu kénnen, verbinden
wir die gegebenen Werte mit geraden Linien. Dies nennt man dann auch Liniendiagramm oder
Polygonzug und mithilfe dieser linearen Interpolation der Daten kénnen wir mdgliche Trends

visuell erkennen (siehe Abbildung 3).



Abbildung 3: Lineare Interpolation der Daten des 100m-Sprinters

Anhand der Abbildung 3 erkennen wir nun den groben Geschwindigkeitsverlauf des Sprinters
und kénnen erste Vermutungen aufstellen. Die maximale Beschleunigung des 100m-Sprinters
liegt hier in dem Bereich zwischen 0 und 3 Sekunden und die maximale Geschwindigkeit wird

vermutlich nach einer Zeit von ca. 9 Sekunden erreicht.

3 Lineare Interpolation

Bei der linearen Interpolation werden die Datenpunkte mithilfe von geraden Linien miteinander

verbunden. Durch diese Methode ist es mdglich, gegebene Trends visuell zu erfassen.

Bei der allgemeinen linearen Interpolation betrachten wir n Beobachtungspaare
(x1,¥1), -, (X, ¥) und dann im Speziellen ein Intervall [x;,x;.4], i=1,..,n—1. Fur die
einzelnen Intervalle wollen wir nun eine Geradenform aufstellen. Dies geschieht mithilfe der
Zweipunkteform der Geradengleichung. Die Herleitung fir diese Formel erfolgt tber die
Steigungsdreiecke (siehe Abbildung 4). Dabei wird mithilfe der Steigungsdreiecke gezeigt,
dass X2 = 2221 | 5sen wir nun die Gleichung nach y auf, so erhalten wir die allgemeine

X=Xy  Xp—Xq

Geradengleichung. Dieses lautet dann wie folgt:

flte Xl () = 3 + 52 (= ).

Xi+1



X2 — X1 X—X

(x1. 1)
yz2—h

(x2,¥2)

(x,y)

Abbildung 4: Herleitung der Zweipunkteform der Geradengleichung (eigene Darstellung)

AnschlieRend betrachten wir die Funktionen der Form:

X = Xi—1
—— X E|X;_1,x;
xi _xi—l' [ -1 l]
Hi(x):={ Xi+1 — X
kxi+1 - X

0 sonst

, X € [xi’xi+1]f P> 1;

und so folgt direkt: H;(x;_1) = 0, H;(x;) = 1, H;(x;4+1) = 0.

Die Funktionen H; heil3en Hutfunktionen. H; ist eine stickweise lineare Funktion auf den
Teilintervallen [x;_4,x;] und [x;, x;41], die auRerhalb dieser Intervalle als O definiert ist. Bis x;
steigt die Funktion von 0 auf 1 an und danach fallt sie wieder linear auf 0 ab. Das Geradenstlick

auf dem Intervall [x;, x;,,] hat dann die Form:
fixoxin 1 @) = ¥i Hi(x) + Yigq Hip1 (%),

denn f[xi,xiﬂ] (xi) =Yi und f[xl-,le] (xi+1) =Yi+1-

In der Abbildung 5 sind drei Beispiele fur Hutfunktionen dargestellt: H,(x) fur x; =1, x, =3

und x; = 4, H,(x) fir x; = 3, x, =4 und x3 = 7 und Hs(x) fir x; = 6, x, = 7 und x5 = 8.



1_1

Abbildung 5: Beispiele fir Hutfunktionen

Als Formel fur die Geschwindigkeit des Sprinters (vgl. Kapitel 2) ergibt sich die linear

interpolierende Funktion:

7

fSprinter(x) = Z v; Hi(x)

i=1
mit v; = i-te gemessene Geschwindigkeit.

Solche Funktionen heil3en linear interpolierende Splines.

4 Interpolation durch Polynome

Wir haben uns in dem Kapitel 3 bereits die lineare Interpolation von Daten angeschaut. Wenn
wir nun jedoch versuchen, die zu anfangs gestellten Fragen nach der maximalen
Geschwindigkeit und der maximalen Beschleunigung eines 100m-Sprinters (vgl. Kapitel 2) zu
beantworten, stellen wir fest, dass dies mithilfe der linearen Interpolation nicht sehr gut
geschehen kann. Wir kdnnen bisher lediglich eine Vermutung aufstellen und haben eine

Funktion mit vielen Knickstellen.

Um eine Funktion zu erhalten, die keine Knickstellen besitzt, wollen wir die Datenpunkte nun

mithilfe von Polynomen interpolieren.

Damit ein solches Polynom existiert und eindeutig definiert ist, muss es im Fall von n

vorliegenden Beobachtungen vom Grad < n — 1 sein.
In unserem Beispiel des 100m-Sprinters liegen uns 7 Daten vor. Somit suchen wir ein Polynom
6-ten Grades der Form:

= 6
pSprinter(x) =agtax+--+agx”.



Bevor nun zwei Methoden zur Berechnung des Interpolationspolynoms vorgestellt werden,

bendtigen wir noch ein paar allgemeine Definitionen.
Gegeben seinen n Punkte (x;,y;), i = 1,..,n mit x; # x; fir i # j (dagegen ist y; = y; erlaubt)
und gesucht ist ein Polynom mdglichst niedrigen Grades mit der Eigenschaft
p(x) =y, i=1..,n
Man nennt p dann das Interpolationspolynom.
p ist eindeutig bestimmt mit Grad < n — 1 und hat die folgende Form:
p(x) =ag+ ax + -+ ap_x" L

Dabei heiBen die x; die Stutzstellen, die y; die Stutzwerte und (x;y;) heien die

Stutzpunkte firi =1, ..., n.

Sind die Stutzwerte y; die Ordinaten einer gegebenen Funktion f an den Stitzstellen x;, also

v; = f(x;), so interpoliert das Interpolationspolynom p die Funktion f.

Um das Interpolationsproblem praktisch zu lésen, gibt es verschiedene Méglichkeiten. Der
erste LOosungsansatz ist vermutlich das Aufstellen und Ldsen eines linearen Gleichungs-

systems mit n Gleichungen. Dies sieht dann wie folgt aus:

1

p(x1) = ap+a1x; + -+ a1, =y

p(x2) = ag+ arx; + -+ ay1 %" =y,

_ -1 _
p(xn) =Aayp + a1 Xn + -t an—lxnn = Yn
bzw. in der Matrixschreibweise:
I ox x ox . X ao yi
1 x x% x% xg‘l a; V2
I S O A I
I ox, X2 x  . x! An i Vi

Die Koeffizientenmatrix hat hierbei eine besondere Struktur. In der zweiten Spalte der Matrix
stehen die Stitzstellen x4,..,x, und die anderen Spalten sind die k-ten Potenzen

(k=0,2,3,...,n—1) dieser Werte. Solche Matrizen heilBen Vandermondsche Matrizen.



Die Vandermondsche Matrix ist regular, da die Zeilen jeweils genau die Basis des n-
dimenionalen Verktorraums der Polynome darstellen. Es folgt somit, dass die Spalten der
Vandermondschen Matrix linear unabhangig sind. Des Weiteren l&sst sich zeigen, dass die
Determinante der Koeffizientenmatrix ungleich Null ist und somit invertierbar. Praktisch
bedeutet die Invertierbarkeit der Matrix, dass das lineare Gleichungssystem eine Ldsung

besitzt. Diese kénnten wir nun zum Beispiel mithilfe der Gau3-Elimination berechnen.

Die Vandermondsche Matrix besitzt jedoch ganz schlechte numerische Eigenschaften, die mit
wachsendem n rapide zunehmen. Bei der Berechnung mit dem Computer kénnen so durch
fortgesetztes Runden gravierende numerische Fehler entstehen. Aus diesem Grund ist von

dieser Vorgehensweise zur Berechnung des Interpolationspolynoms abzuraten.

Zuletzt noch eine Definition: Die Menge aller Polynome vom Grad kleiner oder gleich n — 1

bezeichnen wir mit P,,_;.
Es gilt der folgende Satz:
Falls es ein Interpolationspolynom p € P,_; gibt, dann ist es eindeutig bestimmt.

Beweis: Das ein solches Interpolationspolynom p € P,,_; existiert, ist dadurch gegeben, da die
Koeffizientenmatrix invertierbar ist. Das dieses Polynom auch eindeutig bestimmt ist, geht
daraus hervor, dass die Matrix regular ist, d. h. die Spalten sind linear unabhangig und die
Zeilen bilden somit eine Basis des n-dimensionalen Vektorraums. Folglich ist auch das
Interpolationspolynom p € P,_; eindeutig bestimmt, denn das lineare Gleichungssystem

besitzt eine eindeutige Losung.

Im Folgenden werden nun zwei Moglichkeiten vorgestellt, wie das Interpolationspolynom p

rechnerisch bestimmt werden kann.

4.1 Lagrange-Interpolation
Bei der Lagrange-Interpolation beginnen wir mit speziellen Polynomen L; € P,,_4, i =1, ...,n,

die folgendermal3en definiert sind:
1,i=j
Li(x;) = & = {0, i #j
Die L; haben an der Stitzstelle x; den Wert 1 und an allen anderen Stltzstellen x;,j # i den

Wert 0. Die Polynome L;(x) hei3en Lagrange Stitzpolynome und sind durch folgende

Formel definiert:



(r=x) XX (== 1) (=) XX Ce=2)  _ [ljeg jmi(X=%))

(x3=21) X X Q=% 1) (=X 141) X . X (X —X7) H?:Ljii(xi—xj)

Li(x) =

Jedes L; ist offensichtlich ein Polynom des Grades n — 1.

Die LOsung des Interpolationsproblems lasst sich nun einfach mittels der L; ausdriicken:
p(x) = Xizy i Li(x).

Die erhaltene Funktion p(x) heil3t Lagrangesches Interpolationspolynom.

4.1.1 Beispiel: Lagrange-Interpolation fur n = 3
Fur n = 3 gegebene Stitzstellen mit x; = 1,x, = 3, x3 = 4 berechnen wir die Lagrangeschen

Stitzpolynome wie folgt:

-3)x—4 1
Li(x) = %=g(xz —7x +12)

- Dx—4 1
Ly(x) = %= —E(x2 — 5x + 4)

~D@x-3) 1
Ly(x) = %:g(xz—4x+3)

In der folgenden Abbildung sind die Stitzpolynome graphisch dargestellt:

0 1 2 3 4 5

Abbildung 6: Beispiele fir Lagrangesche Stutzpolynome
Wir suchen jetzt p € P, mit den drei gegebenen Punkten (1|3), (3]1), (4]6).
Die Ldsung lautet dann:

po(x) =3 X L(x)+1XLy(x)+ 6 X Ls(x) = 2x? — 9x + 10.



2 1 0

Abbildung 7: Interpolationspolynom (eigene Darstellung)

4.1.2 Beispiel: Lagrange-Interpolation 100m-Sprinter

Bei unserem Anfangsbeispiel aus Kapitel 2 ist die Berechnung der Lagrangeschen
Stitzpolynome etwas aufwandiger als im vorherigen Beispiel. Da wird nun sieben Datenpunkte
gegeben haben, kdnnen wir das Lagrange Interpolationspolynom auch mithilfe eines

Computerprogramms, z.B. mit Sage (siehe Abbildung 8), berechnen.

R = PolynomialRing(RR, 'x')
nodes=([8,0],[1.5,12],[2.5,21.6]1,[5,27],[9.5,28.4],[11,27.81],[13.5,26.667])
f = R.lagrange_polynomial(nodes)

print f

Abbildung 8: Berechnung des Lagrangeschen Interpolationspolynoms mit Sage
Wir erhalten somit das folgende Interpolationspolynom:

p(x) = 0,0008467450571x° — 0,03456059216x° + 0,5247994903x* — 3,568914474x3
+9,585664294x2 + 0,048895872x

Dieses Polynom ist eindeutig.

4.2 Newton-Interpolation

Die zweite Methode zur Berechnung des Interpolationspolynoms ist die Newton-Interpolation.

Das Newtonsche Interpolationspolynom durch n Stutzpunkte (x;,y;),i=1,..,n ist

gegeben durch:



p(x) =ag+a;(x —x1) + az(x —x)(x —x3) + -+ ap_g (x — x1) (x — x2) .. (x — Xpp_1q).

Die n Koeffizienten a; ergeben sich aus der Interpolationsformel p(x;) = y; mittels der

gestaffelten Gleichungen:

p(x1) = ag V1

Y2—Y1

p(xx) =ag+a;(x; —x1) = y, © a; = P

Y3—Y2_Y2-Y1
X3—X2 X2—X1

p(x3) = ap + ay(x3 —x1) + az(x3 —x)(X3 —x2) = y3 © a; = pogp

Y3=Y1_Y2=Y1
X3=X1 X2—X1

Fur a, kénnen wir auch schreiben: ap = == Dies lasst sich entweder durch
3742

Nachrechnen zeigen oder durch das inhaltliche Argument, dass die Reihenfolge der Daten bei

dem Interpolationspolynom keine Rolle spielt.

Bei den obigen Gleichungen sagt man: Das Polynom p(x;): = y, interpoliert somit offenbar

Y2=V1
X2—Xq

bei x;. Das Polynom p(x;) =ag+a;(x —x1) = y; + (x — x;) interpoliert bei x; und x,
etc.
Wir nennen nun
Pr(x) = ag + ay(x — x1) + -+ ag_1 (x — x1) (x — x3) .. (x — xp_1)
das k-te Abschnittspolynom.

Dabei gelten die drei Eigenschaften:

e Das Abschnittspolynom p; interpoliert an den Stellen x4, ..., xy.

* Pre1(x) = pr(x) + ap(x — x) (x — x3) ... (x — %)
e a,_, ist im Polynom p, der Koeffizient vor der héchsten Potenz x* (der sogenannte

Leitkoeffizient).

Bei der Berechnung tauchen somit sukzessive Polynome auf, die mit steigendem Grad immer

mehr der gegebenen Daten interpolieren.

Kommen wir nun zur effektiven Berechnung. Dafir fihren wir zunachst folgende

Bezeichnungen ein:

10



Vi1 = Vi
Xivl — Xi
X xis2z y1 = [0 Xyl

[Xi.Xis12y] =

[Xi, Xis1, Xis2: Y]
Xiv2 — X

[Xir1. Xiva. X3 Y] = [Xi, X1 . Xi02 Y ]
Xit3 — Xi

[Xi. Xis1, Xi2. Xis3: V] =

[Xiet oo Xinks V] = [Xin Xt 2 Xiko12 Y
Xitk — X

[Xi, Xis 1y o Xk Y] =

Wir nennen die Grol3e [x;, ..., X; +; ¥] Steigung der Ordnung k mit den Stutzstellen x;,

Fir die Koeffizienten erhalten wir somit;

Ao =1

Yo=Y
a; = [x1,x5;y] = ﬁ

] = DaXeyl-lxaxaiy]

az = [x1,%2, X3,y X3—%,

= X2, XY ]=[x1,00 Xn_1;¥]

Ap_1 = [X1, X, i) X3 Y pr—

ey xl+k.

Die a; entstehen also fortlaufend durch die Bildung von Quotienten aus Differenzen von vorher

berechneten Ausdricken. Sie lassen sich mit dem folgenden Schema berechnen:

Steigungen
x; y; 1.Ordnung  2.0rdnung 3.0rdnung
X1 M
X2 — X [x1.x2: )]
X3 — X X2 M [x1, %2, %33 Y]
X4 =X X3 — X2 [x2,x3:y] [x1, X2, X3, X4 Y]
Xq — X2 X3 )3 [x2, X3, %23 Y]
X5 —Xp Xy —X3 [x3,x4:y] [x2, X3, X4, X5 Y]
X5 — X3 X4 V4 [x3, X4, X5: Y]
X6 — X3 X5 — X4 [xa,x5: y] [x3, X4, X5, X6 Y]
Xe — X4 Xs s [x4, X5, %63 Y]
X6 —Xs [x5, x6: ¥]
X6 V6

Abbildung 9: Rechenschema Newton-Tableau

Beim Newton-Tableau beginnt man zunachst mit den beiden mittleren Spalten fir x;

und y;,

also den gegebenen Wertepaaren. Anschliel3end gewinnt man nach links fortschreitend die k-

11



te Spalte aus den Differenzen x;,, — x;,i = 1, 2, .... Nach rechts fortschreitend gewinnt man

eine neue Spalte durch Quotientenbildung. Im Zahler steht immer die Differenz der

benachbarten Werte der vorherigen Spalte und im Nenner findet sich immer die Differenz aus

den x-Werten der entsprechenden linken Hélfte des Rechenschemas.

Die Koeffizienten des Newton-Polynoms lassen sich jetzt direkt aus dem Newton-Tableau

ablesen (siehe umrandete Werte).

4.2.1 Beispiel: Newton-Interpolation fur n = 3
Wir betrachten die Punkte: (1]3), (3]1), (4]6).

Das zugehérige Newton-Tableau lautet dann:

Fur das Newton-Polynom ergibt sich dann folgende Funktion (vgl. Kap. 4.1.1):

p(x)=3-1(x—-1D+2(x—-1)(x—3)=x2—-9x+ 10

4.2.2 Beispiel: Newton-Interpolation 100m-Sprinter

Das Interpolationspolynom hat die folgende Form:
p(x) =ag+a;(x —x1) +a(x —x)(x —x3) + -+ ag(x —x1) ... (x —xg)
Dabei soll gelten: p(x;) = v; furi =1, ...,7.
Dies fuhrt zu folgendem gestaffelten linearen Gleichungssystem fiir die Koeffizienten:
p(0) =0=aqa,
p(1,5) =12 =ay+a,(1,5-0) = ay + 1,504
p(25) =216 =ay+a;(25-0) + a,(2,5-0)(2,5—-1,5) = ay + 2,5a; + 2,5a,
p(5) =27 =ay+5a; +5%3,5a, +5 X% 3,5 %X 2,5a;

p(9,5) =284 =ay+9,5a; +9,5%X8a, +9,5x8x 7a;+9,5%x8x%x7x4,5a,

12



p(11) = 27,81 = ap+1la; +11x9,5a, + 11 X 9,5%x8,5a; + 11 X 9,5x 85 X 6a, + 11 X
9,5x85x6x1,5a;

p(13,5) = 26,667 = ay + 13,5a; + 13,5 x 12a, + 13,5 x 12 X 8,5a; + 13,5 X 12 X 8,5 X 4a, +
13,5%x12x%x8,5%X 4 % 2,5a5 + 13,5%x 12 %x 11 x 8,5 %X 4 X 2,5 X ag

Durch wiederholtes Einsetzen gelangen wir dann zu den LOsungen: a, = 0,a; = 8,a, =
0,64,a; = —0,553143,a, = 0,082720,as; = 0,018896, ac = 0,000847. Und dies fuhrt uns

wiederum zum Interpolationspolynom:

p(x) = 0,0008467450571x° — 0,03456059216x° + 0,5247994903x* — 3,568914474x3
+9,585664294x2 + 0,048895872x

Das Interpolationspolynom entspricht exakt dem Polynom, welches wir mithilfe der Lagrange-
Interpolation erhalten haben.

4.3 Vergleich der zwei Methoden
Bei der Methode von Lagrange haben wir den Vorteil, dass die Koeffizientenfunktionen L;(x)
nur von den Stitzstellen abhangen. Diese kdnnen explizit angegeben werden und die lineare

Abh&ngigkeit von den Stitzwerten y; ist besonders deutlich sichtbar.

Als Nachteil haben wir hier jedoch einen erheblichen Rechenaufwand. Wenn Daten
hinzukommen, mussen die Stitzpolynome immer wieder erneut berechnet werden. Dies ist

bei groRen Datenmengen sehr miihsam und aufwandig.

Bei der Methode von Newton kdnnen wir leicht weitere Interpolationsstellen hinzunehmen,
denn hier wird mit einem weiteren Datenpunkt einfach ein zusatzlicher Koeffizient der
Interpolationsfunktion berechnet, welche dann um einen Grad ansteigt. Des Weiteren haben

wir hier mit dem Newton-Tableau ein einfach zu handhabendes Rechenschema vorliegen.

5 Beispiel Sprinter
In diesem Kapitel wollen wir die zwei Anfangsfragen nach der maximalen Geschwindigkeit und

der maximalen Beschleunigung des 100m-Sprinters (vgl. Kapitel 2) beantworten. Dafur

betrachten wir das Interpolationspolynom:

p(x) = 0,0008467450571x° — 0,03456059216x°> + 0,5247994903x* — 3,568914474x3
+9,585664294x% + 0,048895872x

In der folgenden Abbildung ist diese Funktion graphisch dargestellt:
13



Zeit

Abbildung 10: Geschwindigkeit des Sprinters interpoliert durch ein Polynom 6-ten Grades (eigene Darstellung)

Wir kdénnen im Vergleich zur linearen, stlickweisen Interpolation hier von einer globalen
Interpolation sprechen. Aufgrund der globalen Interpolation zwischen dem Anfangs- und

Endwert oszilliert die Funktion mehr als die Funktion der linearen Interpolation.

Zunéchst wollen wir festhalten, dass die Funktion nur fir den Bereich von 0 — 13,5 Sekunden
betrachtet werden darf. Au3erdem ist zu beachten, dass nur an den Stutzstellen die exakten
Werte der Geschwindigkeit des Laufers wiedergegeben werden. Aul3erhalb dieser Stiitzstellen
kann der Wert von der wahren (nicht bekannten) Geschwindigkeitskurve abweichen. Eine

Interpretation der Daten ist somit immer mit Vorsicht zu genief3en.

Doch wo hat der Laufer nun seine maximale Geschwindigkeit und seine maximale
Beschleunigung? Um dies zu beantworten missen wir uns die Nullstellen der ersten und

zweiten Ableitung anschauen.
Die erste Ableitung lautet:

p'(x) = 0,005080470336x° — 0,1728029607x* + 2,099197961x3 — 10,70674341x2 +
19,17132857x + 0,0488958741
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Abbildung 11: 1. Ableitung der Polynominterpolation der Geschwindigkeit des Sprinters: Beschleunigung versus
Zeit

Die Nullstellen der ersten Ableitung liegen ungefahr bei x; =0, x, = 4,23, x3 =6,92, x, =
10,12, x5 = 12,73.

Die zweite Ableitung lautet:

p”(x) = 0,02540235167x* — 0,6912118424x3 + 6,297593877x% — 21,41348681x +
19,17132857
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Abbildung 12: 2. Ableitung der Polynominterpolation der Geschwindigkeit des Sprinters: Veranderung der

Beschleunigung

Die Nullstellen der zweiten Ableitung liegen ungefahr bei x; = 1,366, x, = 5,431, x5 =
8,648, x, = 11,766.

Anhand dieser Graphen und Werte lasst sich der Geschwindigkeitsverlauf des 100m-Sprinters
gut beschreiben. Die anfangs hohe Beschleunigung des Sprinters lasst schnell nach. Bei 4,23
Sekunden und 10,12 Sekunden haben wir lokale Maxima. Jeweils nach diesen beiden
Zeitpunkten verliert der Laufer an Geschwindigkeit. Nach 6,92 Sekunden setzt er zu einem
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Zwischenspurt an und nach 12,73 Sekunden dann zum Endspurt. Seine maximale
Geschwindigkeit erreicht er nach 10,12 Sekunden. Bei der Beschleunigung ist zu erkennen,
dass diese von 1,366 — 5,431 Sekunden abnimmt und anschlieBend bis 8,646 Sekunden
wieder zunimmt. Die maximale Beschleunigung erreicht der Sprinter nach 1,366 Sekunden.

Insgesamt konnte man dem L&ufer den Tipp geben, seine Ausdauer zu trainieren, damit er die
Geschwindigkeit vom Zwischenspurt halten kann und vor dem Ziel nicht mehr an
Geschwindigkeit abbaut.
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