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Unter dem Begriff der Radioaktivitdt versteht man eine natiirliche oder kiinstliche Kernum-
wandlung, wobei ein Ausgangsnuklid — hiernach auch ,Mutterkern“ genannt — sich in ein Zer-
fallsprodukt — den ,/Tochterkern® — durch die Emission von sog. ,Strahlung umwandelt. Diese
Kerntransmutation ist ein zufélliger Vorgang, der in erster Naherung durch &ufsere Umsténde —
wie die Temperatur, den Druck, ein elektrisches bzw. magnetisches Feld, usw. — nicht zu beein-
flussen ist (s. Bemerkung unten). Wegen des Auftretens des Zufalls bei den einzelnen Prozessen
geniigt die Anzahl von radioaktiven Nukliden einer Substanz ein einfaches Zerfallsgesetz, das in
Abschn. zusammen mit einigen Definitionen vorgestellt wird. Dort werden auch Zerfallsreihen
diskutiert, die auftauchen, wenn das Produkt eines radioaktiven Zerfallsprozesses selbst instabil ist.

Radioaktive Atomkerne sind definitionsgeméfs instabil und sollen daher irgendwann zerfallen,
nichtsdestotrotz kommen jedoch ein paar davon in der Natur in messbarer Menge vor (Abschn. .
Einige solche Nuklide lassen sich fiir eine wichtige Anwendung der Radioaktivitdt verwenden, und
zwar die Datierung der Entstehung von Substanzen bzw. Systemen. Schlieflich befasst sich Ab-
schn. mit den verschiedenen natiirlich auftretenden Arten von radioaktiven Zerfallsprozessen
bei Atomkernen.

Bemerkung: Einige der in diesem Kapitel diskutierten Prozesse konnen auch induziert werden, ins-
besondere solche, die durch die Existenz einer Potentialbarriere zwischen Anfangs- und Endzustand
verzogert sind, und daher iiber Tunneleffekt stattfinden (a-Zerfall, induzierte Spaltung...). Dabei
kann Energiezufuhr zu einer niedrigeren Barriere fiihren und somit die Zerfallswahrscheinlichkeit
bzw. -rate erhohen. Damit die Anderung signifikant ist, soll die zugefiihrte Energie der Ordnung
1-5 MeV pro Nuklid sein, entsprechend schon extremen — aus dem irdischen Gesichtspunkt —
physikalischen Bedingungen wie z.B. Temperaturen von etwa 1 MeV /kp ~ 10'° K, weshalb Radio-
aktivitdt als ,unabhéngig von dufleren Umsténden” vorgestellt wird. Solche induzierten Prozesse,
die neben dem Ausgangsnuklid noch die Anwesenheit eines weiteren Teilchens im Anfangszustand
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voraussetzen, werden mit Ausnahme des Elektroneneinfangs (§I11.3.3 ¢ nicht in diesem Kapitel
behandelt[*1]

Grundbegriffe der Radioaktivitat. Zerfallsgesetz

Einige Uberlegungen der ersten zwei Kapitel — iiber die ungleichen Bindungsenergien pro Nukleon
von unterschiedlichen Kernen (§ oder die Moglichkeit, Nukleonen auf héhere Energieniveaus
anzuregen (Abschn. — legen die Existenz von instabilen Nukliden nahe, aus denen die Nu-
kleonen iiber irgendeinen Prozess in einen stabileren Zustand iibergehen kénnen. Solche instabilen
Kerne werden als radioaktiv bezeichnet, oder auch Radioisotope bzw. Radionuklide genannt.

lll.1.1 Zerfallsgesetz

Aus Beobachtungen ermittelten Rutherford und Soddy 1902 das Gesetz der zeitlichen Abnahme
der Anzahl von radioaktiven Nukliden einer bestimmten Spezies. Sei N (t) diese Zahl zum Zeitpunkt
t. Im Zeitintervall d¢ zwischen ¢t und ¢ + dt sinkt N(¢) geméaf dem Zerfallsgesetz

AN(t) = —AN(¢) dt, (ITL.1)

unter den Giiltigkeitsbedingungen N(t) > 1 und dt < O(1/)\). Die Proportionalitétskonstante A
heifst Zerfallskonstante bzw. manchmal Zerfallsrate. Die Unabhéngigkeit der Radioaktivitdt von
den dufseren Umstdnden entspricht der Gleichméfigkeit von A.

Bemerkung: Das Gesetz ([11.1) entspricht einfach einer Bilanzgleichung, die voraussetzt, dass sich
die Anzahl der zerfallenden Nuklide nur iiber Zerfall &ndert. Insbesondere werden hier die Kerne
nicht durch einen anderen Prozess erzeugt.

Durch eine sofortige Integration fithrt das Zerfallsgesetz (II1.1]) zu
N(t) = N(to) e t10) = Nye ™, (I11.2)
mit No = N(0).
Das Zerfallsgesetz bzw. ist ein experimentelles Faktum. Unter relativ minimalen

Ansétzen iiber den zugrundeliegenden Elementarprozess kann es moglicherweise ,,motiviert* werden
(vgl. §|III.1.2).

lll.1.1 a Mittlere Lebensdauer, Halbwertszeit

Die durchschnittliche Zeit nach der ein Kern einer mit der Zerfallskonstante A gegebenen

Spezies zerfillt, ist die sog. mittlere Lebensdauer.

Man betrachte eine Menge von Ny Kernen zur Zeit t = 0. Die —dN(¢) Kerne, die zwischen den
Zeitpunkten t und t+dt zerfallen, sind genau solche mit einer ,Lebensdauer” t — genauer handelt es
sich um deren Uberlebensdauer. Somit wird die ,mittlere*?) Lebensdauer der bei t = 0 anwesenden
Kerne durch

No
/0 FN® | e —
—_-— = — tAN(t)dt = \ te Mdt = — III1.
r=to NO/0 (1) /0 o - (I11.3)
/ AN (1)
0

gegeben, wobei das Zerfallsgesetz (II11.1) bzw. die Abhéngigkeit ([11.2) in der zweiten bzw. dritten

Gleichung benutzt wurde.

(“DInduzierte Spaltung wird im folgenden Kapitel (Abschn. ) diskutiert.
(42)Eine sinnvolle statistische Deutung dieses Ausdrucks erfordert die Einfiihrung einer Wahrscheinlichkeitsdichte, wie

in Abschnitt |II1.1.2|stattfinden wird.
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Als Halbwertszeit einer radioaktiven Substanz bezeichnet man die Zeitdauer T} /o, wihrend deren
die Anzahl von radioaktiven Kernen um den Faktor % abnimmt. Mithilfe des Zerfallsgesetzes ([11.2)

ergibt sich einfach

In2
Tyjo=7In2 = —. 111.4
12 =TZ=— (111.4)

11111 b Aktivitat

In den meisten experimentellen Féllen werden weder die Anzahl von Kernen N () noch de-
ren durch GI. gegebene Abnahme direkt gemessen. Stattdessen misst man eher die Anzahl
der Zerfdlle in einem Zeitintervall, sowie deren Nachlassen, durch die Detektion der zugehorigen
emittierten Strahlung.

Die Anzahl von Zerfélle pro Zeiteinheit heifst Aktivitat und wird durch

A(t) = AN(t) (IIL.5)

gegeben. Aus GIl. ([11.2) folgt fiir die Aktivitdt einer Menge von zerfallenden Radionukliden, die
nicht wieder erzeugt werden

A(t) = ANge ™ = Age™, (I11.6)
mit Ay = A(0), d.h. die Aktivitédt einer zerfallenden Substanz nimmt in diesem Fall exponentiell

ab.

Die SI-Einheit der Aktivitat ist das Becquerel (Bq): 1 Bq = 1 Zerfall pro Sekunde. (Eine veraltete
Einheit ist 1 Ci (Curie) = 3,7 - 109 Bq.)

Aus Messungen der Aktivitdt einer Kernspezies zu aufeinanderfolgenden Zeitpunkten ergibt sich
deren Zerfallskonstante A einfach:

- bei t; wird A(t;) = Age ™ gemessen;
- und bei t ist die Aktivitdt A(ty) = Age 2.
Dann lautet deren Verhaltnis A(t;)/A(t2) = e *#17%2) woher die Zerfallskonstante sofort folgt:

| lA()/A()]
ty — 1

Bemerkung: Der Vergleich der Form des Zerfallsgesetzes mit der Zeitentwicklung
der Aktivitat ergibt A(t) = —dN(t)/dt, was oft als Definition der Aktivitidt angenommen wird.
Dieser einfache Zusammenhang zwischen der Rate der Zerfalle und der Zeitableitung der Anzahl von
Kernen gilt aber nur, wenn N () durch keinen anderen Prozess — wie z.B. die Zufuhr von zusétzlichen

Kernen — beeinflusst wird. In §[II1.1.3 werden Beispiele von realistischen Féllen gegeben, in denen
die Aktivitat (IIL1.5) von —dN/dt abweicht.

lIL1.1 ¢ Zerfallskanale

Ein gegebenes Nuklid weist oft mehrere Zerfallsarten mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten
auf; z.B. kann es durch entweder a- oder S-Emission zerfallen. Diese verschiedenen Méglichkeiten
werden als Zerfallskandle bezeichnet.

In einem solchen Fall wird fiir jeden Zerfallskanal ¢ eine differentielle Zerfallskonstante \; defi-
niert. Das Zerfallsgesetz lautet dann

AN(t) = =Y AN (t)dt. (IIL.7)

Im Vergleich zur Gl. ([II.1) wird dann die totale Zerfallsrate durch A = Z Ai gegeben.

(2
Sinngeméaf wird jedem vorhandenen Zerfallskanal eine differentielle mittlere Lebensdauer 7; bzw.
Halbwertszeit Ty /5 ; bzw. Aktivitidt A; zugeordnet.
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Das Verhaltnis \; /X einer partiellen Zerfallsrate zur gesamten Rate heift Verzweigungsverhdltnis
(auf Englisch branching ratio, kurz BR).

Bemerkung: Falls eine Substanz verschiedene Zerfallskanéle hat, aber nur eine einzige Strahlungsart
gemessen wird, so wird aus dem Nachlassen der Aktivitét immer die totale Rate A bestimmt.

Man betrachte z.B. eine Spezies, die i- und j-Strahlung mit jeweiligen Raten A\; und A; emittiert.
Sei angenommen, dass nur die Anzahl von i-Zerfélle gemessen wird, entsprechend der partiellen
Aktivitat A;(t) = NN (t), wihrend die j-Zerfille nicht beobachtet werden, sodass deren Aktivitét
A;(t) unbekannt ist. Die totale Aktivitdt, die der Abnahme der Anzahl von Kernen N (¢) entspricht,
lautet

A(t) = AN(t) = NN () + \N(8) = <AA 4 AAJ)AN@) — <AA 4 )X)A(t),
Ai

d.h. A;(t) = XA(t)'
Messungen der differentiellen Aktivitdt A; zu verschiedenen Zeitpunkten liefern dann
Ai
- bei tl : Ai(tl) = XA(tl) und
Ai
- bei ty : Ai(tQ) = XA(LLQ),
Ai(tl) I A(tl)
A; (tg) A(tQ)
Eine Messung der differentiellen Raten \;, A; erfordert die Kenntnis des Verhaltnisses der diffe-
rentiellen Aktivitéten, A;(t)/A;(t) = Ai/\;, was die Detektion der beiden Strahlungsarten erfordert.

woher sich In = A(t2 — t1) ergibt, was zur Bestimmung von A fiihrt! O

. R L Dieser Paragraph ist nur fir Mathe-Fans
I".1 .2 Radloaktl\’ltat a|S ZUfalllger PI'OZGSS und auf keinen Fall prUfungsre|evant

Das experimentell beobachtete Zerfallsgesetz léasst sich mithilfe einer Annahme iiber den der
Radioaktivitdat zugrunde liegenden Elementarprozess ,erklaren”, und zwar unter Nutzung des ,stets
wie neu” Ansatzes fiir das radioaktive Nuklid:

Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass ein gegebener Kern bis zum Zeitpunkt tg+¢ iber-
lebt, wenn er schon bis zum Zeitpunkt ¢g iiberlebt hat, ist gleich der unbedingten Wahr-
scheinlichkeit, dass er vom Zeitpunkt 0 bis zum Zeitpunkt ¢ iiberlebt.

Bemerkung: Die folgende Herleitung ist zwar mathematisch korrekt, sollte aber physikalisch viel-
leicht nicht zu ernsthaft genommen werden.

Mithilfe der Einfiithrung einer Zufallsvariable T — die dem Zeitpunkt des Zerfalls entspricht —
mit dem Zustandsraum [0, +-o0o[ und der Wahrscheinlichkeit P[T" < ¢], dass T' einen Wert kleiner als
die Realisation t annimmt, lautet der Ansatz

PIT > to+t|T >to] =P[T >t] fir t,tg>0. (IIL.8)

Natiirlich ist P[T > t] = 1—-P[T < t] die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable einen Wert gro-
fser als t annimmt. In GL. und im Folgenden bezeichnet Pla | b] die bedingte Wahrscheinlich-
keit, dass das Ereignis a auftritt, vorausgesetzt, das Ereignis b aufgetreten ist. Dazu heift P[T > ¢]
Uberlebungsfunktion der Variable ¢, wihrend P[T < t] die entsprechende Verteilungsfunktion von t
ist.

Zufilliges Verhalten eines Atomkerns
Zuerst kann man beweisen, dass T eine exponentiell verteilte Zufallsvariable ist. Sei S eine Funk-
tion der Variable ¢, die fiir beliebiges reelles ¢t durch S(t) = P[T" > t] definiert wird.

e Da T nur positive Werte annehmen kann, ist S(¢) =1 fiir t <0.


Nicolas Borghini
Dieser Paragraph ist nur für Mathe-Fans 
und auf keinen Fall prüfungsrelevant     
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P[T > t()]

P[T > to] .

Die Konjunktion (7" > t + tg) A (T > tp) ist gleich dem Ereignis (T' > t(); daher kann
P[T >t + to] durch P[(T >t +to) U (T > tp)] in diesem Ausdruck ersetzt werden.

Gemiéfs dem Bayes’schen Satz ist das Verhéltnis dieser gemeinsamen Wahrscheinlichkeit zu
P[T > to] die bedingte Wahrscheinlichkeit P[T" > t + to |T" > o], die laut dem stets-wie-neu
Ansatz gleich P[T" > t] ist, sodass

o Fiir t,tg > 0 gilt S(t +tg) = P[T >t +to] = P[T >t + to

S(t +to) = P[T > ] P[T > to] = S(t)S(to). (I11.9)

Diese Identitét ist (bis auf einige mathematische Feinheiten) die Charakterisierung der Expo-
nentialfunktion, d.h. es existiert A, sodass S(t) = e~ fiir ¢t > 0. Aukerdem ist S(t) fiir jedes
t definitionsgemafs eine Wahrscheinlichkeit, d.h. A darf nicht negativ sein. Letztendlich ist die
Zerfallszeit T nicht unendlich, sodass A > 0.

Schlieflich gilt somit
e M firt>0

: (I11.10)
1 firt <0

Pﬁ>ﬂ:{
d.h. die Lebensdauer T ist exponentiell verteilt mit dem Parameter A > 0.
Die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung ist

d e ™™ fiirt >0
t)=——28(t) = -
J =g {0 fiir t <0

1 1
woher sich der Erwartungswert E[T] = X und die Varianz V[T] = 2 der Zufallsvariable T" ergeben.

Zufalliges Verhalten einer Atomkernmenge

Es seien jetzt Ny identische (instabile) Kerne zum Zeitpunkt ¢t = 0. Die Anzahl N (¢) von Kernen,
die bis zum Zeitpunkt ¢ iiberleben, ist fiir t > 0 eine Zufallsvariable.
Das Verhalten dieser Zufallsvariable — z.B. die Wahrscheinlichkeit P[N(¢) =k], dass k Kerne zum
Zeitpunkt ¢ noch iiberleben — hiingt von der oben hergeleiteten Uberlebungsfunktion eines Kerns
S(t) = e~ ab.

Dabei braucht man genau gesagt eine weitere Annahme, und zwar, dass die Zerfallszeiten 1, ts. . .
der verschiedene Kerne Realisationen von statistisch unabhdingigen Zerfallsvariablen (mit derselben
Uberlebungsfunktion S(¢)) sind. Dann hat jeder einzelne Kern die Wahrscheinlichkeit S(¢), bis zum
Zeitpunkt ¢ zu tiberleben, bzw. die Wahrscheinlichkeit 1 — S(t), vor dem Zeitpunkt ¢ zu zerfallen,
sodass die Wahrscheinlichkeit P[N(t) = k] durch die Binomialverteilung mit den Parametern Ny
und e~ gegeben ist:

@0) () (1= ek ik —0,1,..., No:

0 sonst.

(111.11)

Aus bekannten Eigenschaften der Binomialverteilung ist dann der Erwartungswert von N (t)
E[N(t)] = Noe ™, (I11.12)

zusammen mit der Varianz V[N (t)] = Nge (1 — e™?).
Der Erwartungswert ([11.12) entspricht offensichtlich dem Zerfallsgesetz ([11.2))! Letzteres beschreibt
also das ,mittlere Verhalten“ von der Anzahl N(t) der bei t noch anwesenden Kerne.
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Analog findet man, dass die Anzahl D(t) von Kernen, die bis zum Zeitpunkt ¢ zerfallen, mit den
Parametern Ny und 1 —e~* binomialverteilt ist|**) sodass E[D(t)] = No(1—e~*), deren Ableitung

d
—E[D(t)] = ANge ™
G EID(O)] = ANoe

die ,Rate der Zerfalle zum Zeitpunkt ¢“ (d.h. die Aktivitat) ergibt.

(*)Dies folgt sofort von der trivialen Identitét (in eindeutiger Schreibweise) P[D(t)=k] = P[N(t) = No—k].


Nicolas Borghini
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