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Einleitung

Messunsicherheit, was ist das?

VIM 2.26 Messunsicherheit u
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Einleitung

Literatur:

» Evaluation of measurement data — An Introduction to the ,,Guide to the expression of
uncertainty in measurement” and related documents, JCGM 104:2009

e (kostenloser Download: http://www.bipm.org/en/publications/guides/gum.html,

______ deutsche Ubersetzung:

http://www.ptb.de/cms/fachabteilungen/abt8/fb-84/ag-840/publika-840/jcgm-104.html )

» Evaluation of measurement data — Guide to the expression of uncertainty in measurement
GUM 1995 with minor corrections, JCGM 100:2008
(kostenloser Download: http://www.bipm.org/en/publications/guides/gum.html)

™ * DIN V ENV 13005: Leitfaden zur Angabe der Unsicherheit beim Messen, Beuth Verlag Berlin,
s 1999 (deutsche Ubersetzung des GUM)

» Evaluation of measurement data — Supplement 1 to the "Guide to the expression of uncer-
tainty in measurement” — Propagation of distributions using a Monte Carlo method,
JCGM 101:2008
 Evaluation of measurement data — Supplement 2 to the "Guide to the expression of uncertainty in

measurement” — Extension to any number of output quantities, JCGM 102:2011
(kostenloser Download der Supplements: http://www.bipm.org/en/publications/guides/gum.html)

* International Vocabulary of Metrology — Basic and General Concepts and Associated Terms,
VIM, 3rd edition, JCGM 200:2008 sowie Corrigendum aus 2010
(kostenloser Download: http://www.bipm.org/en/publications/guides/vim.html)

» DIN: Internationales Warterbuch der Metrologie, 3. Auflage 2010, Beuth Verlag GmbH
(deutsche Ubersetzung des VIM, korrigierte Fassung 2012)




Einleitung

Literatur:
 DKD-3 Angabe der Messunsicherheit bei Kalibrierungen (01/1998)

 DKD-3-E1 Angabe der Messunsicherheit bei Kalibrierungen, Erganzung 1 - Beispiele
(10/1998)

== le DKD-3-E2 Angabe der Messunsicherheit bei Kalibrierungen, Erganzung 2 - Zusatzliche
Beispiele (08/2002)

DKD-4 Ruckfihrung von Mess- und Priafmitteln auf nationale Normale (01/1998)

(kostenloser Download aller DKD-Dokumente: http://www.dkd.eu/inhalt.php?id=30)

— . * DIN 1319-3: Grundlagen der MeRtechnik - Teil 3: Auswertung von Messungen einer
einzelnen Mel3groRe, Mel3unsicherheit, Beuth Verlag Berlin, 1996

* DIN 1319-4: Grundlagen der Mef3technik - Teil 4: Auswertung von Messungen,
MefRRunsicherheit, Beuth Verlag Berlin, 1999
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Einleitung
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Einleitung

Messwerte

Messgerate-
Genauigkeit

Mess-

Strategie/

[ Mathematisches Modell der Messung ] Y - f(X7,X2,X3, e

¥

[ Messwert mit beigeordneter Messunsicherheit} y + U, y - U




Einleitung

Unkorregierter
Mittelwert der
Beobachtungen

Wahrer Wert

Messergebnis
(Mittelwert)

Messgrolde

-~ (der Messreihe)

_I_I; 3 Zuféllige Messabweichung
[

Korrektur der

systematischen Messabweichung

ls 3 Messunsicherheit
_-=" zusammengesetzt aus
1, - ¥ - der Standardabweichung
T : des Mittelwerts der Messreihe

- der Unsicherheit der Korrektur
- der Unsicherheit auf Grund
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Einleitung

EingangsgrofRen X; und deren

Messunsicherheiten

(EingangsgroéRen und deren Standardabweichungen
der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung)

N

9x1 (51)

A\

9x,(&2)
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Ixs (53)

X1 U(Xl)\

Xg, U(Xp) ——
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X3, U(X3)

Ausgangsgrofie Y und

Modell der Messung Messunsicherheit

(Ausgangsgrofie = MessgroiRe)

y Schatzwert

Y=f(X;)

Unsicherheits-
fortpflanzung

e

— u(y) Kombinierte Standard-

\ messunsicherheit

[v.;Vy.,] Uberdeckungsintervall

GUM S1: Histogramm der
Verteilung
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@ Beschreibung der Messung

@ Mathematisches Modell der Messung

@ Informationen Uber die Eingangsgrofien

@ Messunsicherheit der Eingangsgrof3en

Berechnung des Ergebnisses und
dessen Standardmessunsicherheit

@ Berechnung der erweiterten
Messunsicherheit

@ Angabe des Ergebnisses

’ Erganzung: Monte-Carlo-Methode




@ Beschreibung der Messung

O

O

12



Beschreibung der Messung: zuerst ein paar Definitionen

Gegen-
stand

Definition
(verkuirzt)

VIM
(Worterb. d.

@

Beispiele /
Anmerkungen

Grolke

GrofRenwert

Messwert

Mess-
ergebnis

Messun-
sicherheit

Uber-
deckungs-
intervall

Eigenschaft eines Phanomens, eines
Kdrpers oder einer Substanz, ...

Zahlenwert und Referenz, die zusam-
men eine GroRRe quantitativ angeben

GroRRenwert, der ein Messergebnis
reprasentiert

Menge von GrolRenwerten, die einer
Messgrof3e zugewiesen sind, zusam-
men mit jeglicher verfiigbarer relevanter
Information

nichtnegativer Parameter [u], der die

Streuung der Werte kennzeichnet, die
der MessgrofRe auf der Grundlage der
benutzten Information beigeordnet ist

Intervall [2U], das die Menge der wahren
Werte einer Messgréf3e mit einer
angegebenen Wahrscheinlichkeit
enthalt, ...

Metrologie)
1.1

1.19

2.10

2.9

2.26

2.36

Deutsch-englische
Fassung des
ISO/IEC-Leitfaden
99

Lange, Spannung, Energie,
Stoffmengenkonzentration

Masse eines Kérpers: 0,152 kg ;
Stoffmengenkonz. von L. in einer
Plasmaprobe: 5,0 E/ L

Ein Messergebnis wird im Allge-
meinen als ein einziger Mess-
wert und eine Messunsicherheit
ausgedruckt.

Uberdeckungsintervall

PDF

Uoo-u +u +U

Schatzwert y
(Messergebnis)

Messgrofie

PDF: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
(probability density function)
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Beschreibung der Messung

1) Messaufgabe und Messgrof3e
2) Messprinzip
3) Messmethode

4) Messverfahren

Ergebnis von Schritt 1:

- Identifikation der Messgrofde

- bessere Kenntnis und Verstandnis des Messverfahrens
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Beschreibung der Messung: Volumenmessung

1 Messaufgabe und Messgrofie:

Bestimmung des Volumens V eines

N
~

Bechers mit einem Nennwert von 2 L
bei einer Temperatur von 20°C.

2 Messprinzip:
Volumen = Masse / Dichte

3  Messmethode: 1,995 kg

Gravimetrische Kalibrierung

4 Messverfahren:
Wiederholtes Fullen des Bechers mit bidistilliertem Wasser
und Wiegen der Masse m des enthaltenen Wassers

15

Beispiel: CENAM / Euramet



Beschreibung der Messung: Messabweichung eines Thermometers @

1 Messaufgabe und Messgrol3e:
Bestimmung der Messabweichung
eines Thermometers bei 20°C

2 Messprinzip:
Messung der Temperatur in einem
Medium bekannter Temperatur

3 Messmethode:
Vergleich der Anzeigen zweier
Thermometer
(Prafling {X} und Normal {S})

4 Messverfahren:
Vergleich der Anzeigen beim
Eintauchen in einem Wasserbad

X
Normal Prifling
il il
4o 4o
tind, S tind, X

3l s) /

\2 1] 2 III/

T 1R0 T 1R0 T

1:Bad
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Quelle: Bernd R.L. Siebert



@ Mathematisches Modell der Messung

O

O
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Mathematisches Modell der Messung @

1) Suchen der Grofen, die die Messung beeinflussen kénnten
2) Strukturieren und Bewerten der Eingangsgrof3en

3) Aufstellen des mathematischen Modells der Messung

Ergebnis von Schritt 2:

- Mathematisches Modell der Messgrol3e: Y = f( X, X,, ... Xy)

18



Mathematisches Modell der Messung @

Formulierung des Modells der Messung  (GUM 4.1)

Y =1(Xy, X5 ey Xy)
Im GUM wird f als Funktion angesehen, die alle Gro3en enthalt, die eine signifikante
Unsicherheitskomponente zum Messergebnis beitragen kénnen.

Anmerkungen zur Nomenklatur:

e Eingangsgrofien X, , X, ..., Xy stehen rechts vom Gleichheitszeichen,
sie sind Messwertmittelwerte, systematische Abweichungen, Korrekturen usw.

e AusgangsgrofReY steht links vom Gleichheitszeichen, sie ist das Ergebniss

e Ein- oder AusgangsgrofRen werden GROI( geschrieben, deren Schatzwerte
(bzw. Erwartungswerte) werden klein geschrieben

19



Mathematisches Modell der Messung @

Ichikawa Diagramm (Beispiel):

% ungleich-
maldige Form

elektro-
magn. Felder

Handhabung

Erfahrung S,

Fahigkeiten
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Mathematisches Modell der Messung @

Ichikawa Diagramm: Beispiel: Volumenmessung

Masse d. leeren Bechers «
> ¢
Volumen d. Wassers ’f})

— @ Ablesung @é@

u . .

g 6(90<9(Men|skus, Skalierung G@O Luftdichte

Nullabgleich therm. Ausdehnung Q-

Kalibrierschein N sauberkait )

Dichte bei Referenztemperatur %62}

$® syst. Abw. der Fillungen R
2 78>
. < >
ESEE SUBHSNAUNG i\\@é Zahl d. wiederholten Fullungen %(Q\&
X 7\
) 666 @
N\

Q

[ :) An alles Denken, nichts vergessen, was zur Messunsicherheit beitragen konnte.



Mathematisches Modell der Messung @

Beispiel: Volumenmessung

\V _m_W-l_Bair _W+AWcaI +AVVreS+Bair

p P P

mit
V Volumen des Bechers
m Masse des eingeflllten Wassers
W Netto-Messwert (vermindert um die Masse des leeren Bechers)

AW, Messabweichung der Waage (Kalibrierschein-Angabe)

AW, Auflésung der Waage

B.ir Korrektur des Luftauftriebs
P Dichte des Wassers
Hinweis:

Diese Gleichung verletzt die Linearitatsforderung des (Standard-)GUM. Praktisch ist das, bei hinreichend
kleinen Messunsicherheiten der Eingangsgréf3en, ohne Bedeutung. Bei gréf3eren Messunsicherheiten mifdte
die Berechnung mittels Monte-Carlo-Simulation per Software durchgefiihrt werden.
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Mathematisches Modell der Messung

Beispiel: Thermometerkalibrierung
tings = lgag T AL
tnd x = lgag T Aty + Aoy

Aty =14 x ~ligs ~ Xpag x T AL

mit
g s Anzeige des Normals
tg x Anzeige des Priflings
A4t,  Messabweichung des Pruflings
At Messabweichung des Normals
teaq eine oOrtliche Temperatur des Bads

dg.q x Messabweichung auf Grund der
verschiedenen Messorte

@)

S X
Normal Prifling
il il
4o 4o
tind, S tind, X
3l s) /
\2 1] 2 III/
T 1R0 T 1R0 T
S S S b5
S S — 2
”
— N =0 — =
2
o o o 3
T T k)
tBad 23;
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@ Informationen Uber die Eingangsgrofien

O

O
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Informationen tber die Eingangsgrdf3en

Bestimmung der Messunsicherheiten aller relevanten Eingangsgrof3en X
» durch Messung
oder

» aus anderen Informationsquellen

Ergebnis von Schritt 3:

Angaben zu jeder Eingangsgrofie
- bester Schatzwert

- Informationen dessen Messunsicherheit
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Informationen tber die Eingangsgrdf3en @

Der beste Schatzwerte x; einer Eingangsgrof3e X; und dessen beigeordnete
Standardunsicherheit u(x;) kann auf zwei verschiedenen Wegen ermittelt werden:

Typ A Typ B
wiederholte Messungen Angaben aus anderen Informations-
bei gleichen Messbedingungen quellen

» Kalibrier- / Eichschein

» Geratespezifikation

i I e Literatur

e vorherige Messungen |

——

=
=

e

* USW
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Informationen tber die Eingangsgrdf3en @

GUM 3.3.4

Der Zweck der Klassifizierung nach Typ A und Typ B ist nur, die
beiden Arten zur Ermittlung von Unsicherheitskomponenten zu
unterscheiden. Beide Methoden beruhen auf Wahrscheinlich-
keitsverteilungen. Die mit beiden Methoden ermittelten
Unsicherheitskomponenten werden durch Varianzen oder

Standardabweichungen quantitativ bestimmt.
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Informationen tber die Eingangsgrdf3en

Typ A wiederholte Messungen

» bester Schatzwert: arithmetischer Mittelwert (GUM 4.2.1)

empirische Standardabweichung
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Informationen tber die Eingangsgrdf3en @

Der beste Schatzwerte x; einer Eingangsgrof3e X; und dessen beigeordnete
Standardunsicherheit u(x;) kann auf zwei verschiedenen Wegen ermittelt werden:

Typ B

wiederholte Messungen Angaben aus anderen Informations-

bei gleichen Messbedingungen quellen

» Kalibrier- / Eichschein

» Geratespezifikation

e Literatur

= e vorherige Messungen |

N * Usw
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Informationen tber die Eingangsgrdf3en @

Typ B : Angaben aus anderen Informationsquellen

» Eichschein: ... die Eichfehlergrenzen werden eingehalten ...
 Kalibrierschein: ... der Wert der Messgrof3e betragt 19,98 °C ...
... die beigeordnete Standardunsicherheit betragt 0,05 °C ...
... es wurden 5 Vergleichsmessungen durchgefuhrt ...

» Herstellerangabe: ... Genauigkeit: 1% der Anzeige + 2 Digits
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Informationen tber die Eingangsgrof3en

Tabelle 1 — Vorhandene Information und die auf der Grundlage dieser Information zugeordnete

Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktion

verfiigbare Information

zugeordnete Wahr

Veranschaulichung (nicht maBstéblich)

und

Unterabschnitt

«—— geeichtes Gerat

verfiigbare Information

zugeordnete Wat

und

Ver

wung (nicht

Unterabschnitt

sinusférmige periodische
Schwingung zwischen
unterer und oberer Grenze
a, b

Arcussinus-Verteilung (U-formig):

Ula. b)

6.4.6

bester Schatzwert x und
beigeordnete
Standardunsicherheit
u(x)

GauR-Verteilung: N(A\'. u?(x )

bester Schatzwert x einer
VektorgréRe und
beigeordnete
Unsicherheitsmatrix U'(x)

multivariate GauB-Verteilung:
N(x.U,)

6.4.7

6.4.8

untere und obere Grenzen | Rechteckverteilung: 6.4.2
a, b R(a.b)

ungenaue untere und kurvenférmige Trapezverteilung: 6.4.3
obere Grenzen a+d , CTrapla,b,d)

btd

Summe zweier GréRen mit | Trapezverteilung: 6.4.4
zugeordneten Trap(a. b, f) mit a = a, +a,,

Rechteckverteilungen mit b=h +b,,

unteren und oberen ,

Grenzen a;, by und a,, B=|by~ay)= (b, ~a,|/b-a

by

Summe zweier GréRen mit | Dreiecksverteilung: 6.4/

zugeordneten
Rechteckverteilungen mit
unteren und oberen
Grenzen a;, b, und a,,
b, und der gleichen
halben Breite
by—ay=by—a,

T(a.b)mit a=a,+a,. b=b,+b,

Folge von Anzeigewerten
b ST X, Welche
unabhangig voneinander
als Stichprobe einer
GréRe, die eine GauRk-
Verteilung besitzt,
genommen worden sind,
mit unbekanntem
Erwartungswert und
unbekannter Varianz

Skalierte und verschobene 7 -
Verteilung: £,_4 (E.sz,”n} mit

.
-/
> xi/n.

6.4.92

Gerat mit Kalibrierschein

Gerat mit Kalibrierschein und

zusatzlichen Informationen

Quelle: deutschen Ubersetzung des GUM S1

bester Schatzwert x ,
erweiterte Unsicherheit
L'p , Erweiterungsfaktor
k,, und Anzahl der
effektiven Freiheitsgrade
Veti

skalierte und verschobene ¢ -
Verteilung: £, (x. U,k I3 ]

6497

bester Schétzwert x einer
nicht negativen GréRe

Exponentialverteilung: Ex(1/x

)

6.4.10
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@ Messunsicherheit der Eingangsgrof3en

O

O
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Messunsicherheit der Eingangsgrof3en

1) TypA:
Standardunsicherheit bereits als Standardabweichung des
Mittelwerts bekannt.

2) Typ B:
Berechnung der Standardunsicherheiten (d.h.: Standard-
abweichungen) aller Eingangsgroél3en aus deren angenom-
menen Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen nach festen
Regeln.

Ergebnis von Schritt 4:

Standardunsicherheiten (bzw. Standardabweichungen) aller Eingangs-
grofden

33



Messunsicherheit der Eingangsgrof3en

Einschéatzen der beteiligten Grélien
Methode B: Zusammenfassung

Kenntnisse
uber die GroRe

Mégliche Werte sind
in einem Intervall
enthalten

Resultierende PDF

It

|

Standardabweichung

GUM 4.3.7, G. (7)

Erwartungswert
und Standardab-

weichung c
des Mittelwerts

gauldférmig | gleichverte

GUM 4.3.6

Grélke ist Funktion
X=Aa-sin®
Phasenwinkel @
unbekannt

U-férmig

Grélke ist Summe/
Differenz zweier
Grélken X, X;;
Kenntnisse entspr.
rechteckférmigen PDF

2|Aa, -Aa)
—

] —

2(Aa;+Aa,)

trapezformig

© FTB DIN Arbeitskreis Umseizung des GUM 2000/2004

GUM 4.3.9, GI. (9)

PDF: probability density function, Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
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Messunsicherheit der Eingangsgrof3en

Aufldsung einer numerischen Anzeige: = Rechteckverteilung

vAg
<@>

Vdc

Vdc? Vdc? Vdc?
6
5
S 4
8
£ 3
l I 2
1 : : 1
g7 i 8 i 89 Lo
87.5 88,5 O A AR SN S S—
a at

35

Quelle: Euramet



Messunsicherheit der Eingangsgrof3en @

Beispieli V _m - W+Bair _ W_l_AWcal +AWres +Bair
Volumenmessung p p Jo,
» Wiederholte Fullungen: W =1992g W :liw. =19930¢
1993 g 5 |
1990¢ 1 5
19969  y,w)=_|—Y |lw -wf =10g
1994g 5[4;( ™
» Waage:

Kalibrierschein:  Messabweichung: AW_,=-0,2 ¢
erweiterte Messunsicherheit: U =1,2 g (k=2)

— Standardunsicherheit u(AW,_,) = 0,60 g

. _ 0,59 1g
Auflosung: 1 g - u(AW.__) = = =0,29
( res) \/é \/E g

Schatzwert: AW,..=0g
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Messunsicherheit der Eingangsgrofien @

W+B, W+AW_ +AW, _+B_,

Beispiel: Volumenmessung y =
P p p

Schatz- Standard- Verteilung Empf.-  Unsicherheits-
wert unsicher- koefft. beitrag

heit
X u(x;) i ui(y)
W 1993,00 g 1,00 g Normal

AW, -0,20 ¢ 0,609 Normal

AW, 0,00 g 0,29 ¢ Rechteck

IQNaSSEI’

air
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Messunsicherheit der Eingangsgrof3en @

Beispieli V _m - W+Bair _ W_l_AWcal +AWres +Bair
Volumenmessung p p Jo,
» Wiederholte Fullungen: W =1992g W :liw. =19930¢
1993 g 5 |
1990¢ 1 5
19969  y,w)=_|—Y |lw -wf =10g
1994g 5[4;( ™
» Waage:

Kalibrierschein:  Messabweichung: AW_,=-0,2 ¢
erweiterte Messunsicherheit: U =1,2 g (k=2)

— Standardunsicherheit u(AW.,) = 0,6 g

. _ 0,59 1g
Auflosung: 1 g - u(AW.__) = = =0,29
( res) \/é \/E g

Schatzwert: AW,.,=0g
» Dichte des Wassers bei t;, = (20 +2) °C : Pwasser = ?

» Auftrieb in Luft bei t, = (20 +2)°C, p,, = 1014 hPa£?, h,=50% +?:B_, =7
38



Messunsicherheit der Eingangsgrof3en

Dichte
des

Wassers:

Tanaka et al
Metrologia 38
(2001)

p. 301 - 309

t —3,983035°C)’ [{t +301,797°C)

Lo = 999,974 95% [El— (

552 528,9(°C)? [t + 69,348 81°C)

|

999,0

998,8
998,6 Iy

998,4

998,2 \
998,0

RN&SSGI’ In g/L

997,8 v \

4 >

997,6

N

997,4 - | ‘ ‘ ‘ | ‘
16 17 18 19 20 21 22
Temperatur t in °C

23

24

(@)

t : Temperatur

in °C

» Dichte des Wassers: t=(20%2)°C - Pyasser = (998,2 £ 0,4) g/L
& U(Pyyasser ) = 0,4 /3 g/L = 0,23 g/L

Quelle: CENAM



Messunsicherheit der Eingangsgrof3en @

Dichte der | , _ Par 034844 °C/hPa +h_ (0020582 °C -t_ [0,00252) gy
Luft: t, +27315°C L

nach EURAMET Calibration Guide 19, eq. (4)

P,  Luftdruck
t Lufttemperatur
h, relative Feuchte

Dichte der Luft: t,;, =20°C / p, =1014 hPa/ h,=50% - p, =1,20g/L

air

Unter normalen Bedingungen sollte sich die Dichte der Luft um nicht mehr
als £ 5 % andern (Expertenwissen)

- o, = (1,20 £0,06) g/L

B, =0V - B, =(2,40 %£0,12) g, Rechteck-Verteilung der Unsicherheit
-~ u(B,)=0,12/V3g=0,07g
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Messunsicherheit der Eingangsgrofien @

Beispiel: Volumenmessung V =

W+B, W+AW_ +AW, _+B_,

m
P p P

Schatz-  Standard- Verteilung Empf.-  Unsicherheits
wert unsicher- koeff. -beitrag

heit
Xi u(x;)

W 1993,00 g 1,00 g Normal
AW, -0,20 g 0,60 g Normal
AW, 0,00 g 0,299 Rechteck
Pwasser | 998,20 g/L | 0,23 g/L | Rechteck

B.ir 2,40 ¢ 0,07 Rechteck

Vv 1,9988 L
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Messunsicherheit der Eingangsgrof3en

Beispiel: Thermometerkalibrierung

Aty =14 x ~ligs ~ Agag x T AL

mit
nnd,S

nnd,x
Aty

At
tBad
éiBad,X

Anzeige des Normals
Anzeige des Pruflings

Messabweichung des Priflings
Messabweichung des Normals
eine Ortliche Temperatur des Bads
Messabweichung auf Grund der

verschiedenen Messorte

S

Normal

Jtr

| 4=

|
t

(@)

=
Jtr
=

=
| 4=
=

=
|
=

X
Prifling

0 140

Quelle: Bernd R.L. Siebert
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Messunsicherheit der Eingangsgrof3en @

» Messungen (Typ A — Eingangsgrof3e): Normal
(Ablesung im Wechsel mit Prufling)

n ling, s

1 20,005 °C
2 19,995 °C
3 20,015 °C
4 20,010 °C

Mittelwert: 20,006 °C
Standardunsicherheit: 4,27-103 °C
Freiheitsgrad : v=n-1=3

» Kalibrierschein (Typ B — Eingangsgrof3e):  Normal
Messabweichung: Atg = - 0,050 °C
erweiterte Messunsicherheit: U = 0,025 °C (k=2)
— Standardunsicherheit u(Atg) = 12,5 -102 °C
Freiheitsgrad : v =50 43



Messunsicherheit der Eingangsgrof3en

» Messungen (Typ A — Eingangsgrof3e):  Prufling
(Ablesung im Wechsel mit Normal)

A WO N P S

Mittelwert: 19,860 °C

lind, x
19,85 °C
19,86 °C
19,87 °C
19,86 °C

Standardunsicherheit: 4,08:102 °C

Freiheitsgrad : v=n—-1=3
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Messunsicherheit der Eingangsgrof3en @

» Kenntnis (Typ B — Eingangsgrof3e): Wasserbad
Herstellerangabe:
maximale radiale Temperaturabweichung im Bad: + 20 - 103 °C

Verteilungsform: rechteckig,
Halbweite: Aa=20-103°C

- Erwartungswert: dg,q x = 0°C

— Standardunsicherheit u(&g,q x) = Aa /3 = 11,55 - 103 °C
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Messunsicherheit der Eingangsgrof3en @

Freiheitsgrad:

Definition (GUM C.2.31):

Ganz allgemein die Anzahl der Glieder einer Summe abztiglich der Anzahl
der Nebenbedingungen, die fir die Glieder dieser Summe gelten.

Beispiel fur eine Nebenbedingung:

Mittelwert, bei der Berechnung der Standardabweichung

Effektive Freiheitsgrade (GUM G.4)

Welch-Satterthwaite-Formel: 4
_u(y)
eff = N

ZW

mit

46



Messunsicherheit der Eingangsgrofien @

Beispiel: Thermometerkalibrierung

Grole Schatz- Standard- Verteilung F.- Empf.- Unsicherheits
wert unsicher- grad  koeff. -beitrag
heit
u(x;)
tind. s 20,006 °C | 4,27:103°C Normal 3
ting, x 19,860 °C | 4,08:103°C Normal 3
Atg - 0,050 °C | 12,5-103°C Normal 50
Agag x | 0,000 °C | 11,55:10°°C Rechteck 00
Aty - 0,196 °C
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Berechnung des Ergebnisses und
dessen Standardmessunsicherheit

O

O
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Berechnung des Ergebnisses und dessen Standardmessunsicherheit @

Ermittlung der kombinierten Standardunsicherheit (GUM 5)

Die Standardunsicherheit eines Messergebnisses (einer Ausgangsgrofde) u,
wird aus den Standardunsicherheiten durch Fehlerfortpflanzung berechnet.

Dabei sind 2 Falle zu unterscheiden:

» unkorrelierte EingangsgrofRen (GUM 5.1) und
» korrelierte EingangsgrofRen (GUM 5.2)
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Berechnung des Ergebnisses und dessen Standardmessunsicherheit @

gleiches Zeichen, aber
unterschiedliche Bedeutung!
(Eingangs-/Zufallsgrofie)

Was sind Korrelationen im Sinne des GUM?

GUM 5.2 Korrelierte Eingangsgrof3en

Anmerkung 1). Sind einig jgnifikant korreliert, so mussen die Korrelationen bertck-
sichtigt werden.

'4.1.1, Anmerkung 1:

Zur 6konomischen Gestaltung der Schreibweise wird ... das gleiche Formelzeichen fur die
physikalische Grof3e und fir die Zufallsgrof3e verwendet, ...

... es wird angenommen, dal3 die physikalische Grol3e selbst durch einen im wesentlichen
eindeutigen Wert charakterisiert werden kann.
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Berechnung des Ergebnisses und dessen Standardmessunsicherheit @

1. Fall: unkorrelierte Eingangsgrof3en (GUM 5.1.1)

Die Unsicherheit der Ausgangsgrofie (dem Ergebnis) errechnet sich aus den
Unsicherheiten der Eingangsgrof3en nach

uZ(y) = 2. (6 %))

bzw.

U, (y) = Ji(c. w(x))

=1

mit ¢, : Empfindlichkeitskoeffizient

Durch die Empfindlichkeitskoeffizienten werden die Anteile der Unsicherheiten
der Eingangswerte gewichtet.
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Berechnung des Ergebnisses und dessen Standardmessunsicherheit @

Der Empfindlichkeitskoeffizient c; berechnet sich nach:
of
G =30
oX.
Durch die partiellen Ableitungen wird das mathematische Modell analysiert nach
den Eingangsgrof3en, die ,potentiell die grél3ten Anteile liefern.

Fur das Quadrat (die Varianz) der Unsicherheit der Ausgangsgrof3e ergibt sich:

uz(y) :Z{%} u%(x)

i=1 i

Hintergrund: Diese Gleichung (und die fiir den korrelierten Fall) beruht auf einer

Néherung erster Ordnung einer Taylor-Reihe von 'Y = f(X, X, ..., X\)-

" "l e (n){ g
Pf(fﬂ):f(ﬂ-}+f1{!)(:I:—ﬂ.)+f2{!)(3:—[1.)9+---+fﬂ!{ )

(m_ﬂ,}“_|_...
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Berechnung des Ergebnisses und dessen Standardmessunsicherheit @

Taylor-Reihen-Entwicklung fur  f(x):

f 1 _p%
f) =)+ 90 e + 22T e e
0 2
0X|, 2 0X
0 0
y A
hohere Glieder der Taylor-
Reihen-Entwicklung missen
‘ ________________ : berlcksichtigt werden
f(Xo) i I
o i
o ’ !
% Xo X
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Mathematisches Modell der Messung

Beispiel: Volumenmessung

\V _m_W-l_Bair _W+AWcaI +AVVreS+Bair

p P P

mit
V Volumen des Bechers
m Masse des eingefillten Wassers
W Netto-Messwert (vermindert um die Masse des leeren Bechers)

AW, Messabweichung der Waage (Kalibrierschein-Angabe)
AW, . Auflésung der Waage

B Korrektur des Luftauftriebs

air

P Dichte des Wassers
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Berechnung des Ergebnisses und dessen Standardmessunsicherheit @

W +AW,, +AW_+B_

) p

U (V) = (G WW))* + (Capea AW, )

+ (Cawres WAW,))* + (Coie W(By;,))" +(C, ()

V

Empfindlichkeitskoeffizienten c; :

v 1 c oV 1 oV 1

— = = C =
WIaW o M aaw, p ™ aaw, p

cal

ov _ 1 _0V _ W+AW,, +AW_ +B,,
C = = Cp = -

Bair oB.. 0 - % /02

air
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Berechnung des Ergebnisses und dessen Standardmessunsicherheit @

GrolRe Schatz-  Standard- Empf.- Unsicher-

wert unsicher-  teilung koefft. heits-
heit beitrag
X u(x;) i Ci * Ui

W 1993,00 g 1,009 Normal 0,0010 L/g 0,0010 L

AW_, | -0,20g 0,60g | Normal | 0,0010L/g | 0,0006 L

AW ¢ 0,09 0,29 ¢ Rechteck | 00,0010 L/g 0,0003 L

Buasser | 998,20 g/L | 0,23 g/L | Rechteck | -0,0020 L%g | 0,0005 L

B 2,40 ¢g 0,079 Rechteck | 0,0010 L/g 0,0001 L

air

V 1,9988L | 0,0013 L ¢—

S S

—> u,(y) = 0,0013 L

U, (¥) :JZ(C. (%))’ 6

i=1




Berechnung des Ergebnisses und dessen Standardmessunsicherheit @

Beispiel: Volumenmessung, erganzt mit Freiheitsgrad und Unsicherheits-Index:

Schatz- Standard- unsicher- Anteile

wert unsicher- heits-

heit beitrag (Ci-u;/u)?

X; u(x;) Ci - U
w 1993,00 g 1,00 g Normal 4 0,0010 L/g 0,0010 L 60,2 %
AW -0,20 ¢ 0,609 Normal 50 0,0010 L/g 0,0006/\,/ 21,7 %
AW, 0,00 g 0,29 g Rechteck 00 0,0010 L/g 0/,0063 L 5,0 %
Puasser | 998,20 g/L 0,23 g/L Rechteck 0 0,0020 L%g | 0,0005 L 12,8 %
B.ir 2,409 0,07¢g Rechteck 0 0,0oyég 0,0001 L 0,2%

\ 1,9988 L 0,0013 L 10

Kann man den Wert verbessern? Mehr Messungen, mehr Sorgfalt?
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Berechnung des Ergebnisses und dessen Standardmessunsicherheit @

Beispiel: Thermometerkalibrierung
Aty =tig x ~ligs ~ Agag x T A%

GroRe  Schatz- Standard- Ver- F.- Empf.- Unsicherheits Anteile
wert unsicher- teilung grad koeff. -beitrag
heit
X u(x;) i i iU (Ci-ui/uc)
tng s | 20,006 °C | 4,27-103°C Normal 3 -1 -4,3-103 °C 5,6 %
tng x | 19,860 °C | 4,08-:103°C Normal 3 1 4,1-102°°C 51%
Atg | -0,050°C | 12,5-103°C | T-Verteilt 50 1 12,5103 °C 48,2 %
Xgag x | 0,000 °C | 11,55:103°C | Rechteck o0 -1 -11,6-103 °C 41,1 %
At, | -0,196 °C ols C 150

U, (y) =\/Z(c. w(x))° 58

i=1



Berechnung des Ergebnisses und dessen Standardmessunsicherheit @

Was sind Korrelationen im Sinne des GUM?

GUM 5.2 Korrelierte Eingangsgrofien

5.2.1 Gleichungen (10) und ... sind nur dann gultig, wenn die Eingangsgrof3en X;
unabhangig voneinander oder unkorreliert sind (die Zufallsgrél3en, nicht die
physikalischen Grol3en, die als Invarianten [unveranderliche GrofRen] ange-
nommen werden, siehe 4.1.1, Anmerkung 1). Sind einige X; signifikant korreliert,
so missen die Korrelationen berticksichtigt werden.
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Berechnung des Ergebnisses und dessen Standardmessunsicherheit @

Korrelierte Eingangsgrof3en:
Typische Ursachen fur die Korrelation der Zufallsgré3en

zweier (oder mehrerer) Eingangsgrofien:

» benutzen desselben Messgeréats
» benutzen desselben Normals
* benutzen desselben Referenzwerts

* benutzen derselben Energiequelle

Well sich die Schwankungen einer Quelle auf mehrere (Eingangs-) Grof3en

auswirken, kommt es zur Korrelation.

60



Berechnung des Ergebnisses und dessen Standardmessunsicherheit @

Beispiel: Bestimmung des Gesamtkohleverbrauchs

| & 1
e |

Wenn die Gesamtmenge des (Kohle-) Verbrauchs
einer Feuerungsanlage aus Einzelmessungen mit
stets derselben Waage bestimmt wird, sind die
Einzelmessungen voneinander abhangig.

Foto: Modelleisenbahn Hamburg e.V. (MEHEYV)

Beispiel: Widerstandsreihenschaltung

T T Wird eine Widerstandsreihenschaltung durch

_m—xj gleiche Einzelwiderstande realisiert, die alle mit

- demselben Referenzwiderstand kalibriert wur-
i den, so wirkt sich die Unsicherheit des Referenz-
widerstands auf alle Einzelwiderstande und
vl GUM . 5.2.2, Anmerkung 1 somit auch auf den Gesamtwiderstand aus.
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Berechnung des Ergebnisses und dessen Standardmessunsicherheit @

Mathematisches Modell: Y = f (X))

GUM 5.2.2 ... kombinierte Varianz (GUM, GI. 13):
(Quadrat der kombinierten Standardunsicherheit)

i=1 1—1 i=1 j |+1

J \ J
I I

unkorrelierter Fall Mischterme mit Kovarianzen

wobei

X; und x; die Schatzwerte der Gro3en X; und X; sind, z.B. der Mittelwert aus
wiederholten Messungen oder Literaturwerte

und

u(x;,x;) = u(x;,x;), d.h. die Abhangigkeiten sind ,,symmetrisch®.
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Berechnung des Ergebnisses und dessen Standardmessunsicherheit @

Die Kovarianz berechnet sich nach (GUM, Gl. 17)

far die Grof3en X; und X;:

Z(X|k_x)(xjk X;)

u(x, X

17 j

n(n —1)
mit den n einzelnen Messwerten Xx;, und x;  der zwei 0.g. Grof3en.
Bei unabhangigen Zufallsgréfen haben Kovarianzen flr i # |

Werte gleich oder nahe Null.
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Berechnung des Ergebnisses und dessen Standardmessunsicherheit @

Der Grad der Korrelation von x; und x; wird durch den Korrelationskoeffizienten
charakterisiert:

(%, %) =1 (X %) = ul:;);u)&))

eingesetzt (in GUM, Gl. 13): \
N[ of of of

uzs(y) =Z[0)J ut(x)+2> ——u(x)u(x ) (%,%;)

Iljl+1

wobei  —1<r(X,X;)<+1

UZ(y) = Zczuz(x) +ZZ ZC.CJu(x)u(x )r(%,X)

iI=1 j=i+1
_of  of
G =i =~
ox 0X

mit den Empfindlichkeitskoeffizienten
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Berechnung des Ergebnisses und dessen Standardmessunsicherheit @

Im Sonderfall , dass zwei oder mehr ZufallsgroRen mit r = +1 korreliert sind, wie
beispielsweise bei Verwendung desselben Messgerates oder Normals, ergibt sich

aus

ug(y>:z(g;]u( )+22 3006 5.5

i=1 i=l j= |+1

|:> US(Y):[ZN:[S)Z)EU()Q)] :(ic. m()ﬁ)j flrr=+1

i=1

bzw.

furr=+1

u.(y) =

;[g’;jmm
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Berechnung des Ergebnisses und dessen Standardmessunsicherheit @

Andere Methoden der Bestimmung:
» Kovarianzen lassen sich auch experimentell ermitteln,
z.B. durch Beobachten der zufalligen Schwankungen
bei Variation von Umgebungsbedingungen,
» Schatzen der Korrelation auf Grund vorhandener

Kenntnisse und Erfahrungen.

Welche Alternativen gibt es zum Rechnen mit Korrelationen?

e man kann versuchen, den Einfluss zu eliminieren durch
ein anderes Modell der Messung, indem die Korrelation
durch eine eigene zusatzliche Eingangsgrolie beschrieben
wird; dieses ist beispielsweise mdglich, wenn der Tem-
peratureinfluss auf mehrere Eingangsgréf3en berechenbar
ist, siehe GUM F.1.2.4.
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Berechnung des Ergebnisses und dessen Standardmessunsicherheit @

Wenn die Gesamtmenge des (Kohle-) Verbrauchs
einer Feuerungsanlage aus Einzelmessungen mit
stets derselben Waage bestimmt wird, sind die
Einzelmessungen miteinander korreliert.

Foto: odellsenbaﬁn am.bu}g ex;. MEHEV)
Masse der Kohle je LKW: 25,0 t,

geeichte Fahrzeugwaage (Eichfehlergrenze: +1 %),
Anzahl der Wagungen im Jahr: 5000.

Da ein geeichtes Messgerat benutzt wird, ist von einer rechteckigen Wahrscheinlichkeits-
verteilung auszugehen, d.h. u(x) = a / /3, mit a als halber absoluten Spanne.
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Berechnung des Ergebnisses und dessen Standardmessunsicherheit @

Daraus ergibt sich:
Masse der Kohle je Fahrzeug: 25,0 t, Anzahl der Wagungen pro Jahr: 5000
= Gesamtmasse: 125000 t

Eichfehlergrenze je Wagung: 0,250 t (1%)

Standardunsicherheit der Einzelwagung u(m,): 0,144 @

berechnete kombinierte Standardunsicherheit u,(my..) der/Gesamtmasse m g
bei Beriicksichtigung der Korrelation:  721,7 @‘

ohne Berlcksichtigung der Korrelation: 10,2t (0,008 %) X

mit Korrelation: uc(y) — ZN:(afj m(xi) =
= \ 0%,

N
Z_llc' EIJ(Xi) farr=+1

N 2 N
ohne Korrelation:  U_(Y) = Z(g;] W*(x) = \/chz W*(x) fiarr=0
i=1 \ 0% i=1
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Berechnung des Ergebnisses und dessen Standardmessunsicherheit @

Zusammenfassung (Korrelationen):

» der Ausdruck ,Korrelation* bezieht sich auf die Abhangigkeit der
ZufallsgrofRen nicht auf die Messgrofden,

» Ursache sind unbekannten Schwankungen einer Quelle
(Messgerat, Umwelt, ...) wirken auf Eingangsgrofien,

» Korrelationen der Zufallsgrof3en treten z.B. auf bei Verwendung
desselben Messgerates, Normals oder Referenzwertes,

» aus gemessenen Werten kann der Korrelationskoeffizient r
bestimmt werden und die Messunsicherheit relativ einfach berechnet
werden,

» der Grad der Korrelation muss gegebenenfalls geschatzt oder

experimentell ermittelt werden.
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@ Berechnung der erweiterten
Messunsicherheit

O
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Berechnung der erweiterten Messunsicherheit @

GUM 6.1.2 Obwohl sich u.(y) universell zur Angabe eines Messergebnisses verwen-
den lasst, kann es erforderlich sein, die Unsicherheit in Form eines Bereiches um das
Messergebnis anzugeben, von dem erwartet werden kann, dass er einen grof3en Anteil
der Verteilung der Werte umfasst, die der gemessenen Grol3e sinnvollerweise zuge-
ordnet werden kénnen.

Beispiele finden sich in industriellen, kommerziellen und regulatorischen Bereichen
sowie dann, wenn Gesundheits- und Sicherheitsaspekte zum Tragen kommen.

GUM 6.2.1 Jenes zuséatzliche Mald der Unsicherheit, das die Forderung erfullt, einen
Bereich gemal 6.1.2 anzugeben, wird erweiterte Unsicherheit U genannt. Man erhalt sie
durch Multiplikation der kombinierten Standardunsicherheit u.(y) mit dem Erweiterungs-

faktor k:
U =klu(y)

Das Ergebnis einer Messung kann dann durch Y =y £ U ausgedrlckt werden. Dabei ist
y der beste Schatzwert des der Messgrol3e Y zugehoérigen Wertes undy — U bisy + U
ein Bereich, von dem erwartet werden kann, dass er einen grol3en Anteil der Werte

umfasst, die man Y zuordnet. -



Berechnung der erweiterten Messunsicherheit

Normalverteilung:

-3u

. -2u +u, +2u, +3u,

Rechteckverteilung:

Wert des Erweiterungsfaktor bei

Table G.1 — Value of the coverage factor .

that produces an interval having level of confidence p

assuming a normal distribution

Level of confidence p

Coverage factor i,

(percent)

68,27 1
90 1,645
95 1,960

95,45 2
99 2576

99,73 3

Grad des Vertrauens p Erweiterungsfaktor k,

(in %)

57,74 1
95 1,65
99 1,71
100 1,73




Berechnung der erweiterten Messunsicherheit @

Zentraler Grenzwertsatz (GUM G.2)
N

Wenn Y =¢,X; +C,X, +..+¢ X =Y ¢ X; und alle X, normalverteilt sind,

. . . L=l
Ist die resultierende Faltungsverteilung von Y ebenfalls normal.

Selbst wenn die X, nicht normalverteilt sind, lasst sich die Verteilung von Y
auf Grund des zentralen Grenzwertsatzes haufig durch eine Normalver-
teilung annahern.

Voraussetzung ist, dass die X; voneinander unabhéangig sind und o?(Y)
viel grofRer als die nicht-normalverteilten Einzelkomponenten c;? g%(X;).

Beispiel: Schon die Faltung von 3 rechteckverteilten Gré3en gleicher
Breite lasst sich anndhernd durch eine Normalverteilung beschreiben.
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Berechnung der erweiterten Messunsicherheit @

Die t-Verteilung und Freiheitsgrade  (GUM G.3)

Weil in der Praxis nicht die Erwartungswerte und Varianzen der Ein- und Aus-
gangsgrof3en (X;, Y) vorliegen, sondern nur deren Schatzwerte, erhalt man
eine bessere Naherung fur den Erweiterungsfaktor k;, wenn dieser nicht aus
der Normalverteilung, sondern aus der t-Verteilung (oder Student-Verteilung)
bestimmt wird:

U, =k,u.(y) =t,(V)u.(y)

wobei t,(v) der Wert von t fUr eine bestimmte Anzahl von Freiheitsgraden v
ist.

In Tabelle G.2 sind ausgewahlte Werte angegeben. Fir v — « ndhert sich
die t-Verteilung der Normalverteilung an.
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Berechnung der erweiterten Messunsicherheit

Table G.2 — Value of 1y(v) from the r.distribution for degrees of freedom v that defines

an interval =tglv) fo *ry(v) that encompasses the fraction p of the distribution

D*ﬂf drpedeid Fraction p in percent
v 58,2?@3 50 85 ﬁ&,-ﬁﬂ 85 ga73dl
1 1,84 431 127 13,87 83.85 23580
2 1,32 282 £330 453 0.2 1827
3 1.20 235 3.18 3 584 822
[ 4 144 213 278 287 4 80 8682
5 1,11 2.02 257 2.85 4,03 551
8 1.00 1.4 245 2.52 an 450
7 1,08 180 2,38 242 3.50 453
B 1,07 1.88 2 237 3.38 428
g 1.08 1.83 228 232 325 400
10 1,08 1.81 223 228 a1 365
11 1.05 1.80 220 2.25 S 385
12 1,04 1.78 218 223 305 3.76
13 1,04 177 2,18 an am 360
14 1,04 1.78 2,14 2.2 2,08 384
15 1,03 1.75 213 218 295 is5e
18 1,03 1.75 212 217 amn 3.54
17 1,03 174 2n 218 2,80 am
18 1.03 1.73 210 215 2,88 348
18 1,03 1.73 2,08 214 2.68 345
20 1.03 172 208 213 2,85 42
25 1.02 1.7 2,08 211 .78 333
0 1.02 170 20« 2.08 2,75 327
a5 1.0 170 2.03 2.07 272 323
40 1.0 1.8 2.02 2.08 2,70 3.20
45 1,01 188 2.0 2,08 2,68 318
50 1,01 188 2.01 208 288 318
100 1,005 1.880 1,084 2.028 2 3077
= 1,000 1,845 1,880 2,000 2573 3,000
3] For 3 guantiy - described by 3 nomial disibution with sspectation b, and standard dewation o the infenal
%wses_ﬂ: 8827 percent. B5 45 percent and 89,73 percent of the distribudion for #= 1. 2 and 3,

Probability density/unit 1

3

=2
&)

o
=

Quantity/unit
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@ Angabe des Ergebnisses
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Angabe der Ergebnisse @

GUM 7.1.4

Es sind die erforderlichen Informationen zur Dokumentation eines Messergebnisses vom
vorgesehenen Verwendungszweck abhéngig, sie sollte i.R. so sein, dass

die Methoden, die zur Berechnung des Messergebnisses und seiner Unsicherheit aus

experimentellen Beobachtungen und Eingangsdaten angewandt wurden, beschrieben

sind;

alle Unsicherheitskomponenten aufgelistet sind und ihre Auswertung vollstandig doku-
mentiert ist;

die Datenanalyse nachvollziehbar und bei Bedarf eine unabhangige Neuauswertung
maoglich ist;

alle bei der Analyse und ihren Quellen verwendeten Korrektionen und Konstanten
angegeben sind.
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Angabe der Ergebnisse @

GUM 7.2.3

Bei der Angabe eines Messergebnisses sollte man, wenn die erweiterte Unsicherheit U = k- u.(y)
das Malf fur die Unsicherheit ist:

a) vollstdndig beschreiben, wie die Messgrol3e Y definiert ist;

b) das Messergebnis in der Form Y =y + U angeben;

c) die relative erweiterte Unsicherheit U / |y] angeben und wenn |y| # 0O;

d) den zur Ermittlung von U verwendeten Wert von k angeben (oder zur Erleichterung fir den
Nutzer des Messergebnisses sowohl k als auch u.(y));

e) den anndhernden Grad des Vertrauens angeben, der dem Bereich y + U zugeordnet ist,
sowie die Methode seiner Ermittlung;

f) diein GUM 7.2.7 skizzierte Information angeben oder auf eine Publikation verweisen, die
diese Information enthalt.
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Angabe der Ergebnisse @

GUM 7.2.6 (Rundungsregeln)

Die Zahlenwerte des Schatzwerts y und seiner Standardunsicherheit u.(y) oder erweiterten
Unsicherheit U dirfen nicht mit einer tbermafigen Stellenanzahl angegeben werden. Es reicht
gewohnlich aus, u,(y) und U [...] auf hdchstens zwei Stellen anzugeben, obwohl es in
manchen Fallen notwendig sein kann, weitere Stellen beizubehalten, um bei nachfolgenden
Berechnungen Rundungsabweichungen zu vermeiden.

Werden Endergebnisse angegeben, kann es angebracht sein, Unsicherheiten aufzurunden,
statt sie auf die nachste Stelle zu runden. ... Korrelationskoeffizienten sind auf drei Stellen
genau anzugeben, wenn ihre absoluten Werte nahe bei Eins liegen.

DKD 3 Angabe der Messunsicherheit beim Kalibrier  en

6.3 Der Zahlenwert der Messunsicherheitist mit héc  hstens zwei signifikanten Stellen
anzugeben.

Der Zahlenwert des Messergebnisses ist in der abschlieRenden Angabe auf die letzte gultige
Ziffer im Wert der dem Messergebnis beigeordneten erweiterten Messunsicherheit zu runden.
Fur das Rundungsverfahren sind die tblichen Regeln flr das Runden von Zahlen zu verwenden
(ndhere Angaben zum Runden finden sich in ISO 31-0:1992, Anhang B). Nimmt der Zahlenwert
der Messunsicherheit infolge der Rundung jedoch um mehr als 5 % ab, ist der aufgerundete
Wert anzugeben.

79



Zusammenfassung (GUM)

Beschreibung der Mes

(Messmethode, relevante GroR
Mathematisches dell der Mes
gsar nktion der Eingangsgrofiie
10 ione : e Eingangsgrolse
p A oder B, korrelierte oder unkorrelierte Messunsicherhei

Ermittlung der Standardmessunsicherheit aller Eingan gsgrofien
4 (aus den Messwerten, den Angaben des Kalibrierscheins, der Literatur, alteren Messungen, ...)

Berechnung des Ergebnisses und dessen  Standardmessunsicherheit
5 (Berechnung der Ausgangsgrof3e mit kombinierter Standardmessunsicherheit)

Berechnung der erweiterten Messunsicherheit
6 (Angabe des Intervalls, das mit p % Wahrscheinlichkeit den wahren Wert enthalt)

Angabe des Ergebnisses
(Messunsicherheitsbilanz, Moglichkeiten der Verringerung der Messunsicherheit)

Rechnen nach .
Nachdenken GUM-Regeln Interpretieren

80



Erganzung: Monte-Carlo-Methode

Einschrankungen seitens des GUM:
» Linearitat des Modells

» Annahmen Uber Verteilungen

*) GUM S1: Evaluation of measurement data — Supplement 1 to the "Guide to the expression of uncertainty in measurement -
Propagation of distributions using a Monte Carlo method, JCGM 101:2008
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Erganzung: Monte-Carlo-Methode

EingangsgrofRen X; und deren

Messunsicherheiten

(Eingangsgrofien und deren Standardabweichungen
der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung)

N

gXi(gl)

A\

gXé(£2)

gX3(£3)

i

X1 U(Xl)\

Xg, U(Xp) ——

Ausgangsgrofie Y und

Modell der Messung Messunsicherheit

(Ausgangsgrofie = MessgroiRe)

y Schatzwert

d

Y=f(X;)

Unsicherheits-
fortpflanzung

e

— u(y) Kombinierte Standard-

\ messunsicherheit

X3, U(X3)

[V.;Y.] Uberdeckungsintervall

GUM S1.: Histogramm der
Verteilung
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Erganzung: Monte-Carlo-Methode

PDFs der EinflussgréRRen |:>

) N
g x, (&3)
VAN
8x, (Eaz) i

8x, (‘21) a

Modell der Auswertung

|:> PDF der MessgroRe

Y :f(X13X2>X3)

+ I\

8y (ﬂ)

Methode: Transformation von Zufallsvariablen

Quelle: Gerd Wibbeler



Erganzung: Monte-Carlo-Methode

0.1

0.05

0.06

0.04

0.02

0.06

0.04

0.02

N

o]

10¢ Ziehungen

Y =X, [X, [ Xq

0.1

0.05

20

40
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Erganzung: Monte-Carlo-Methode

Modell Y = /X12+X22

Schatzwerte
X =X =1

Unsicherheiten
u(x) =u(xy) =1

— Uberdeckungsintervalle (95%)

o o
w ELY

o
N

probability density

-

o
—

Gauss-Verteilungen

(unkorreliert)

Schatzwert
Unsicherheit

GUM
1.41
1.00

GUM S1
1.81
0.845

-2 0 2 4 6
4

> Resultate von GUM und GUM S1 kdnnen unterschiedlich

> GUM S1 im Zweifelsfall verbindliche MU Methode

sein
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Erganzung: Monte-Carlo-Methode

Modell

Schatzwerte

Unsicherheiten

2500

2000

1500

—
o
o
O

probability density

500

R=U/I

1Vund2A

0.001

b b
J12

0.001

=)

Rechteckverteilungen

(unkorreliert)

¥

Uberdeckungsintervalle (95%)

N

0.4996

0.4998

0.5
resistance /2

0.5002

0.5004
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ResUumee

» Der GUM und dessen Ergdnzungen sorgen fir Transparenz

und Vergleichbarkeit der Messergebnisse.

» Der GUM bezieht auch die Unsicherheiten der Gerate, des Mess-

verfahrens, der Korrekturen usw. mit in die Berechnung ein.

» Die (erweiterte) Messunsicherheit basiert auf dem Grad des

Vertrauens in die Messung, der frei wahlbar ist.

» Die Regeln des GUM lassen sich in Software umgesetzten.
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. und einen kleinen Hinweis noch:

Berechnung der Messunsicherheit — Empfehlungen fir di e Praxis
11. und 12. Mérz 2014
PTB, Horsaal im Hermann-von-Helmholtz-Bau, Abbestr. 2 — 12, 10587 Berlin
eine gemeinsame Veranstaltung von DAKKS, PTB und BAM

siehe auch: http://www.ptb.de/cms/fachabteilungen/abt8/fb-84.html

Datei  Bearbeiten Ansicht Favoriten Extras 7

ﬁ x » =3 @ ~ Seitev Sicherheit v Extras = @Vﬂ

Fachabteilungen = Abt. & Medizinphysik und metrologische Informationstechnik = 8.4 Mathematische Modellierung und
Datenanalyse

. Mathematische Modellierung und Datenanalyse
Fachbereich 8.4

Fachabteilungen

Themenrundgange + Aufgaben

Presse/Aktuelles -+ Projekte ‘
Publikationen . \
Jobs/Ausbildung + Arbeitsgruppen: ‘\\e\

Dienstleistungen -+ Mitarbeiter und Mitarbeiterinnen N 8 MM 9 und Simulation

B Technologistransfer + Ausgewihite Publikationen lyse und M icherheit

B Forschung in Europa
w@gmr Scientist:
-+ 8.40 Praktische Messunsicherheit

\ 2"

Veranstaltungen:

-+ ZT PTB-Seminar zur Messunsicherheit

Kontakt
B Links
: ISUChe Systems

mpressum + 6th International Workshop on Analysis of Dynamic Measurements
- Conference on Advanced Mathematical and Computational Tools

89




