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Mars- und Erdbahn

Dirk Brockmann-Behnsen, Benjamin Rott

In dem folgenden Artikel werden einige Aspekte der Planetenbah- e

nen von Erde und Mars beleuchtet, aus denen sich interessante by e > o
Einsatzmdglichkeiten fur den Unterricht ergeben. Die vorgestellten . o %
Materialien wurden in der Schule erprobt und fanden bei den Schi- e o "

lerinnen und Schilern groRen Anklang.

Ubersicht der Beziige im WIS-Beitrag
Astronomie |Himmelsmechanik Planetenbahnen von Erde und Mars
Physik Mechanik Gravitationsgesetz, Keplersche Gesetze, Energie und Energieerhaltung
Facher- Astro-Mathematik Ldsen von Gleichungen
verkniipfung
Lehre Inhaltsbezogene und Erfahrbarmachen von Zyklen in der Natur, Berechnen
allgemein handlungsorientierte
Kompetenzen

Hintergrund

Im Jahre 1605 gelangte Johannes Kepler mittels Analyse der ausgesprochen exakten Beobachtungsda-
ten des Mars durch Tycho Brahe zu der Erkenntnis, dass es sich bei dessen Bahn um eine Ellipse han-
deln muss. Er veroffentlichte diese Erkenntnis vier Jahre spéter in seinem grofen Werk ,,Astronomia
nova seu physica coelestis, tradita commentariis de motibus stellae Martis“. Am Beginn des Kapitels
60 fasst er die Erkenntnisse aus den vorangegangenen Kapiteln 56, 58 und 59 dahingehend zusammen,
,,daB sich der Planet auf dem gegen die Sonne zu gerichteten Durchmesser der Sonne néhert und sich
von ihr entfernt und so die elliptische Bahn zustande kommt, sowie dal3 der Planet an den einzelnen
Punkten seiner Bahn so lange weilt, als dem Abstand des betreffenden Punktes von der Sonne ent-
spricht* (zitiert nach Krafft 2005, S. 503).

Zur Veranschaulichung der Verhaltnisse bei der Ellipsenbahn dient die nebenstehende Abbildung. Ein
Korper, der sich so bewegt, dass die Summe der

Entfernungen zu zwei festen Punkten F; und F, e

(Brennpunkte) konstant ist, folgt einer geschlos-
senen Kurve, die Ellipse genannt wird. Eine
Ellipse besitzt zwei Symmetrieachsen, von de-
nen eine durch die Brennpunkte verlduft. Die a b
andere bildet die Mittelsenkrechte zu den i
Brennpunkten. Der Schnittpunkt dieser beiden [ \
Achsen wird als Mittelpunkt der Ellipse be-
zeichnet, der Abstand der Brennpunkte vom F
Mittelpunkt heiRt lineare Exzentrizitdt e der \\ F F
Ellipse. Der groRte Abstand der Bahn vom Mit- \ I

telpunkt wird durch die groRe Halbachse a mar-

kiert, der Kleinste Bahnabstand entsprechend

durch die kleine Halbachse b. Der Quotient aus

der linearen Exzentrizitdt e und der groRRen

Halbachse a wird numerische Exzentrizitat e e
genannt. Sie ist ein Mal} fir die Gestalt der

Bahn; liegt € nahe bei Null, dhnelt die Ellipse

einem Kreis, liegt € nahe bei Eins, ist die Ellipse sehr lang gestreckt.
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Bei einer Planetenbahn befindet sich das Zentralgestirn in einem der Brennpunkte. Dadurch werden
sowohl der sternnachste Bahnpunkt (Perihel, P) als auch der sternfernste Bahnpunkt (Aphel, A) durch
die Schnittpunkte der durch die Brennpunkte verlaufenden Symmetrieachse mit der Planetenbahn de-
finiert. Diese beiden charakteristischen Bahnpunkte werden unter dem Namen Apsiden zusammenge-
fasst.

Eine interessante Beziehung zwischen der linearen Exzentrizitat und den Halbachsen l&sst sich aus der
eingangs gegebenen Definition der Ellipsenbahn ableiten: Die Summe der Abstdnde eines Bahnpunk-
tes von den beiden Brennpunkten ist demnach konstant. Betrachtet man nun zunachst den Spezialfall,
dass sich der Planet in einem der Apsiden befindet, so betragen die Abstdnde von den Brennpunkten
(a+e) respektive (a-e), in der Summe also 2-a. Befindet sich der Planet andererseits am Fullpunkt der
kleinen Halbachse, so ist der Abstand zu den beiden Brennpunkten gleich groR. Da die Summe der
Absténde auch in dieser Position 2-a betragen muss, entspricht der Abstand zu jedem der Brennpunkte
jeweils der groRen Halbachse a. Nach dem Satz des Pythagoras folgt als Beziehung zwischen der line-
aren Exzentrizitat und den Halbachsen daher:

e?=a’-b?

Fir weitere interessante Ausfuhrungen zu den Eigenschaften der Ellipse als mathematisches Objekt
sowie als grundlegende Form der Planetenbahn sei auf Uffrecht & Poppe (2002) verwiesen.

Angebotene Aktivitaten

1. Modell zur Veranschaulichung der Planetenbahnen von Erde und Mars
(Anhang 1)

Umlaufzeiten von Erde und Mars

Unsere Erde bendtigt fiir einen Umlauf
um die Sonne 365,26 Tage oder, etwas
grober, etwa zwolf Monate — nach dieser
Zeit befindet sich die Erde in Bezug auf
die Sonne in etwa wieder an derselben
Stelle auf ihrer Umlaufbahn. Diese Art,
die Umlaufzeit mit Bezug auf einen Fix-
stern (unsere Sonne) zu messen, nennt
man siderisch (lat: sidus = Stern). Die
siderische Umlaufzeit des Mars ist gro-
Rer als die der Erde, da seine Bahn wei- Sonne
ter aulen im Sonnensystem verlduft. Der ©

»rote Planet” benotigt 686,98 Tage, also
etwa 1,88 Erdjahre bzw. knapp 23 Mona-
te, bis er im Vergleich zur Sonne wieder
an derselben Position steht. Diese Um-
ldufe und ihre Dauern kénnte man direkt
sehen, wenn man als Beobachter aus
einer genugend groRen Entfernung und
mit geniigend Zeit und Geduld von
»oben* auf unser Sonnensystem schauen
koénnte.

M, ary, b,_%
U

Von der Erde aus gesehen, steht der Mars nicht alle 687 Tage wieder an derselben Position am Him-
mel — denn wéhrend sich der Mars um die Sonne bewegt, verandert natiirlich auch die Erde ihre Posi-
tion im Sonnensystem. Tatséchlich dauert es 779,94 Tage, also etwa 26 Monate, bis Mars und Erde
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wieder in derselben Position zueinander stehen (z.B. groBter oder kleinster Abstand). Diese Art, die
Umlaufzeit in Bezug auf einen anderen Korper (unsere Erde) zu messen, heifldt synodisch (griech: sy-
nodos = Versammlung).

Stehen Mars und Sonne in derselben Blickrichtung am Himmel, spricht man von einer Konjunktion
(lat: con-iungere = verbinden) — der Mars steht dann auf der anderen Seite der Sonne in unserem Son-
nensystem. Stehen sich Mars und Sonne am Himmel gegeniber, nennt man dies Opposition (lat: op-
positio = das Entgegengesetzte) — Mars und Erde stehen auf derselben Seite der Sonne dicht beieinan-
der.

Diese Unterschiede zwischen den verschiedenen Umlaufzeiten und den Positionen der Planeten zuei-
nander und in Bezug auf die Sonne kdnnen insbesondere fir jingere Schiler verwirrend sein. Mit dem
im Folgenden vorgestellten Modell lassen sich diese (und andere) Zusammenhange aber gut darstellen
und veranschaulichen.

Das Modell der Erd- und Marsbahnen

Der beigefligte Plan (Anhang 1) ist ein maBstabgetreues Modell der Planetenbahnen von Erde und
Mars. Knapp neben der Mitte steht die Sonne, die bei diesem MaRstab als Punkt gerade noch auszu-
machen ware, hier aber als orangefarbener Kreis dargestellt ist. Darum sind die Bahnen eingezeichnet:
Die Erdbahn als Kreis mit der Sonne als Mittelpunkt (1 Astronomische Einheit entspricht im Model
5,6 cm); die Marsbahn als Ellipse mit der Sonne in einem der Brennpunkte, da ihre Exzentrizitat deut-
lich groiier als die der Erdbahn ist (der Mars ist im Mittel 1,52 Astronomische Einheiten von der Son-
ne entfernt, das entspricht im Modell etwa 8,5 cm).

Die Bahnen sind grob unterteilt in ,,(Erd-) Monate™ a 30 Tagen, was fiir die angestrebten Beobachtun-
gen hinreichend genau ist und zwolf bzw. 23 Bahnpunkte flr die Erde bzw. den Mars bedeutet. Setzt
man nun zwei Spielsteine (am besten einen blauen und einen roten) auf die Bahnen, kann man die
Positionen der Planeten monatsweise verandern und die jeweiligen Positionen beobachten.

Mit einem jahrgangsubergreifenden Astronomiekurs (Klasse 5 — 8) habe ich mit diesem Modell gear-
beitet. Ein Schiler war als Taktgeber an der Tafel; er hat die Monatswechsel vorgegeben und mit einer
Strichliste die Anzahl der verstrichenen Monate (und zusétzlich die Zahl der vergangenen Jahre) fest-
gehalten. Zwei weitere Schiler haben nach den Taktvorgaben die beiden Planetenspielsteine gegen
den Uhrzeigersinn fortbewegt. Startpunkt war die besonders nahe Opposition von Erde und Mars,
wenn beide Planeten auf der sonnennahen Seite auf der Ellipsen-Hauptachse stehen.

Mit groRer Motivation und Ausdauer haben meine Schiler mit dem Modell gearbeitet und konnten
dabei unter anderem Folgendes beobachten:

o Immer wenn die Strichliste ein Vielfaches von 12 anzeigte, war die Erde wieder auf ihrem
Ausgangspunkt.

e Bei allen Vielfachen von 23 hat der Mars eine vollstdndige Sonnenumrundung hinter sich.
(Die Vielfachen von 12 und 23 eignen sich auch sehr gut zur Kontrolle, dass man sich beim
Weitersetzen der Spielsteine nicht verzéhlt hat.)

o Die Erde ist etwa doppelt so schnell wie der Mars — aber eben nicht genau doppelt so schnell.
Es dauert etwas mehr als zwei Erdumdrehungen, bis Mars und Erde wieder moglichst dicht
beieinander stehen. Dies geschieht etwa alle 25 bis 26 Spielzlige, die entsprechenden Striche
an der Tafel haben wir farblich gekennzeichnet.

o Die Positionen moglichst geringer Abstéande waren: 0, 25, 50, 75, 100, 125, 151, 177, 201,
226, 261, 276.

e Nicht alle dieser Positionen waren gleich ,,gut* — teilweise gab es erhebliche Unterschiede,
was den Abstand zwischen Erde und Mars anbelangt.

e Nach 276 ,,Monaten* steht das System wieder in der Anfangsposition. Die Fiinftklassler haben
damit zugleich das Prinzip des kleinsten gemeinsamen Vielfachen (wieder-) entdeckt, in die-
sem Fall die Anzahl der Spielzlige, bis die 12- und die 23-schrittigen Perioden wieder zusam-
mentreffen (und 23 Erd- bzw. 12 Marsjahre vergangen sind).
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Die Schiler haben anhand des Modells argumentiert, dass glnstige Zeitpunkte fir Mars-
Beobachtungen rar geséat sind und dass es nicht ausreicht, einfach 25 Monate zu warten. Besonders
geringe Abstinde zwischen Erde und Mars treten deutlich viel seltener auf. Tatsachlich vergehen — das
gibt das Modell allerdings nicht her — zwischen besonders nahen Oppositionen jeweils etwa 79 Jahre;
zum Beispiel in den Jahren 1766, 1845, 1924 und 2003. Am 28. August 2003 betrug der Abstand Erde
— Mars 55,76 Millionen Kilometer. Dies war die geringste Distanz seit etwa 60.000 Jahren. Erst im
Jahre 2287 wird der Mars der Erde noch naher kommen, der Abstand betragt dann 55,69 Millionen
Kilometer.

Kriterium Erde Mars Kommentar
Umlaufzeit um die Sonne 365,26 686,98 In Bezug auf die Sonne; ein Mars-Jahr dauert
(siderisch in Tagen) 1,88 Erdenahre
Umlaufzeit (synodisch in 779,94 In Bezug auf die Erde; diese ist schneller als
Tagen) der Mars und uberholt ihn alle 25 - 26 Mona-
te.
Entfernung von der Son- Die Marsbahn ist etwa 1,52-mal weiter von der
ne in Millionen km Sonne entfernt als die Erdbahn; sie hat eine
minimal 147,1 206,7 groRere elliptische Abweichung von der
durchschnittlich 149,6 227,9 Kreisbahn als die Erdbahn.
maximal 152,1 249,1
Minimale Entfernung 55,6 bis 101,3 Die Unterschiede ergeben sich je nach Posi-
Erde —Mars (in Mio. km) (0,37 bis 0,68 AE) tion auf den Ellipsenbahnen. Eine geringe
Entfernung wird Perihelopposition genannt;
eine grofRe Aphelopposition. Alle 15 - 17
Jahre findet eine Perihelopposition statt.
Atmospharendruck (NN) 6 - 10° bar 1,01 bar Die Marsatmosphare ist sehr diinn.
Hauptbestandteile der N,: 78,08% CO3: 95,32%
Atmosphéare 0,: 20,95% N: 2,70%
Ar: 0,93% Ar: 1,60%
CO,: 0,04% 0,: 0,13%

2. Arbeitsblatt mit Berechnungen fur einen bemannten Raumflug zum Mars
(Anhang 2)

Im Anhang finden Sie ein Arbeitsblatt mit zwei Aufgaben. Die erste Aufgabe beschaftigt sich mit
energetischen Fragen bei der Beférderung eines groRen interplanetaren Raumschiffes von 980 Tonnen
Masse auf eine Erdumlaufbahn von 320 km Hohe.

Separat soll die Zunahme an potentieller und kinetischer Energie berechnet werden. Fir die Zunahme
an potentieller Energie gilt mit dem aquatorialen Erdradius req. = 6378 km (Unsold & Baschek 1991°,
S. 24):

AW, =G-M -m. L —— L — |=2,92-10").
6378-10°’m  6698-10°m

Die Orbitalgeschwindigkeit kann bestimmt werden, indem man die allgemeine Formel fir die Zentral-
kraft mit der Formel fir die in diesem Fall verantwortliche Gravitationskraft gleichsetzt:

2
m.v_:G.M.m. %
r (6698-10°m)

—v=77121
S
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Daraus ergibt fir die kinetische Energie und die Umlaufzeit des Raumschiffes:

W, :%.m v2=291.10",

_ 2.7-6698-10°m
\"

T =5457s=152h.

Die Zunahme an kinetischer Energie berechnet sich aus der Differenz der oben berechneten kineti-
schen Energie des Raumschiffes in der Umlaufbahn und der kinetischen Energie, die das Raumschiff
vor dem Start hatte. Zu diesem Zeitpunkt vollzog es immerhin die Rotation der Erde mit:

3
VAquator = w 463182 m
86400 s
= Wkin,Aquator = 11054 . 1011J

= AW, =W, —W, =2,90-10"J,

in Aquator
Fur die Gesamtenergiezunahme ergibt sich schlief3lich:

AW, = AW, + AW, =319-10%J.

pot

Bei der zweiten Aufgabe sollen nun Berechnungen fiir den Transfer zum Mars angestellt werden. Da-
zu wird an einem geeigneten Punkt der als
kreisformig angenadherten Erdbahn das
Triebwerk des Raumschiffes kurz gezin-
det und dieses auf eine elliptische Uber- P
gangsbahn gebracht. Diese elliptische
Bahn verlduft um die Sonne und besitzt
ihren sonnennéchsten Punkt (Perihel) am
Startpunkt des Transfers, also in Erdent-
fernung von der Sonne (Position P). Der
sonnenfernste  Punkt dieser elliptischen
Bahn (Aphel) befindet sich im sonnen-
nachsten Punkt der Marshahn (Position
A). Die nebenstehende Abbildung gibt
einen Uberblick (ber den Hohmann
Transfer. Fur die folgenden Berechnungen
werden die Gravitationspotentiale der
beiden Planeten nicht bertcksichtigt.

Da die Gesamtenergie des Raumschiffes
nach Ausschalten des Triebwerks konstant
bleibt, kann folgende Energiegleichung
aufgestellt werden (vgl. Uffrecht & Poppe 2002, S. 63):

%-m~(vf\—v§)=G-M~m~(i—i} (1)

Q Mars A

Sonne

H,
o, =
blhann Transfer

Nach dem Fl&chensatz (zweites keplersches Gesetz) gilt weiterhin:

Iy -Va-SIN@, =T, -V, -SIN@,.
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Der Winkel ¢ zwischen dem Radiusvektor und dem Geschwindigkeitsvektor hat fir die Apsiden einen
Betrag von 90°, daher vereinfacht sich die letzte Gleichung zu:

IV =1,-V,

! (2)
=V, =,

A

Setzt man v, in die obige Energiegleichung (1) ein, so erhélt man:

2
Vg_r_Pz.Vg:z.G.M.(l_ij
rs r I,

2

I 2-G-M I
= 1—% V=12

I r, ry
Der Term in der Klammer auf der linken Seite der letzten Gleichung kann nach der dritten binomi-
schen Formel umgewandelt werden. Es ergibt sich nach Kirzen:

“Vp P

1+ri V2 2-G-M:>rA+rP_V2 2-G-M”
r Iy r

Aufgeldst nach vp, danach eingesetzt in (2) ergibt sich fiir die Apsidengeschwindigkeiten:

vo= |2GM @ _[GM 1
"\ n+rn T a r’ (3a)

\/2~G-M r \/G~M r,
Vo=, ————= . (3b)

Nl PR N a Iy

Da der Startpunkt des Hohmann Transfers auf der Erdbahn (rp = r = 149,6-10° m) und der Zielpunkt
am sonnenndchsten Punkt der Marshahn (Perihel des Mars: ra = rp yars = 206,7-10° m) liegt, ergibt sich
fiir die Start- bzw. Zielgeschwindigkeit des Raumschiffes:

Vvp = 32084 m/s,
Va = 23221 mfs.

Die Reisedauer fiir diesen Flug zum Mars lasst sich mittels des dritten keplerschen Gesetzes bestim-
men. Demnach gilt fur die Umlaufzeit um die Sonne l&angs der gesamten Hohmann Ellipse:

- J(o,s-(wrp,m)f

r3

~TE2rde ~473d.

Fir die Reisedauer bendtigt man die Hélfte, also knapp 237 Tage, die Erde legt in dieser Zeit etwa
zwei Drittel ihres Sonnenumlaufes zurtick. Flégen Menschen also zum Mars, missten sie langere Zeit
auf dem roten Planeten verweilen, bis die Erde fiir den Rickflug den Mars auf der Innenbahn erneut
Uberholt. Dies ist ein reales Problem des bemannten interplanetaren Raumfluges.

6
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Verwendete Naturkonstanten:

Gravitationskonstante (Paetec-Formelsammlung, S. 69) G=6,673- 10" m*kg™s?
Masse der Sonne (Paetec-Formelsammlung, S. 112) M =1,989 - 10¥ kg
Mittlere Erdentfernung von der Sonne (ebd.) r=149,6 - 10°m
Marsbahn, grof’e Halbachse (Unséld & Baschek 1991, S.21) a=227,9-10°m

Aphel Mars Famas = 249,1 - 10°m
Perihel Mars Fpmars = 206,7 - 10°m
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