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De�nition 2.21. Seien (Ωi,Fi), messbare Räume, Pi einWahrscheinlichkeitsmaß aufΩi, i = 1, . . . , n,
Ω ∶= Ω1 ×⋯ ×Ωn

(versehen mit F = σ�A1 × A2 × ⋯ × An,Ai ∈ Fi für i = 1, . . . , n�, der ”Produkt-σ-Algebra), dann heißt das
Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Ω,F)mit

P�A1 ×A2 ×⋯ ×An� = n�
i=1 Pi(Ai) fürA1 ∈ F1, . . . ,An ∈ Fn

das Produkt (oder Produktmaß) der P1, . . . , Pn, man schreibt

P = P1 ⊗ P2 ×⋯⊗ Pn

(im Fall P1 = P2 = ⋯ = Pn auch P = P⊗n
1 ).
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Bemerkung 2.22. ZVnX1, . . . ,Xn (mit Wertebereichen S1, . . . , Sn), die auf demselben W’raum (Ω,F , P ) de-
�niert sind unabhängig, g.d.w. gilt (mitX = (X1 . . . ,Xn))

LP(X) =LP(X1)⊗LP(X2)⊗⋯⊗LP(Xn).
(D.h. ZVn sind unabhängig g.d.w. die gemeinsame Verteilung (vgl. Beob. und Def. 1.33) ein Produktmaß ist).
Insbesondere: Unabhängigkeit von ZVn ist eine Eigenschaft der (gemeinsamen) Verteilung.
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BeobachtungundBericht 2.23 (Existenz vonu.a.ZVnmit vorgegebenenVerteilungen). (Si,Ai)messbareRäume,
µi W’maß auf (Si,Ai) für i = 1, . . . , n (für ein n ∈ N) oder für i ∈ N.
Dann gibt es (auf einem geeigeten W’raum (Ω,F , P )) unabhängige ZVn X1,X2, . . . mit Xi ∼ µi. Man kann
Ω = ⨉n

i=1Ωi, P =�n
i=1Pi (bzw.Ω = ⨉∞

i=1Ωi, P =�∞
i=1Pi) undXi = i-te Koordinatenprojektion wählen.

Diskussion. Wenn alle Si abzählbar sind, folgt dies im Fall endlich vielerXi aus Satz 2.18, im Fall unendlich vieler
Xi aus Bericht 2.10.
Im Fall endlich vielerXimitWerten inR, die jeweils eineDichtefunktion fi besitzen, folgt die Behauptung aus der
Existenz des n-dim (Lebesgue-)Maßes (”Volumen-Maß“), der Fall endlich oder unendlich vielerXi mitWerten in
R kann zudem (via Beob. 1.38 und Bericht 2.10) auf den diskreten Fall zurückgespielt werden:

Seien Ui,j, i, j ∈ N u.a., Ber1/2, dann sind Vi ∶= ∑∞
j=1 2−jUi,j u.a. (vgl. Beob. 2.16) und Vi ∼ Unif[0,1] für i ∈ N.

Sei Fi die Verteilungsfunktion von µi, dann leistetXi ∶= F −1
i (Vi) das Gewünschte (vgl. Beob. 1.38).
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2.4 Faltung

De�nition 2.24. X und Y unabhängige reellwertige ZVn, X ∼ µ, Y ∼ ν (de�niert auf einem W’raum). Die
Verteilung vonX + Y heißt die Faltung von µ und ν, geschrieben µ ∗ ν:

(µ ∗ ν)(B) = P (X + Y ∈ B), B ∈ B(Rd)
(alternativ: µ ∗ ν = (µ⊗ ν) ○ f−1 mit f(x, y) = x + y).
Bemerkung. µ ∗ ν = ν ∗ µ (dennX + Y = Y +X).

Beobachtung 2.25 (Diskreter Fall). Falls µ(Z) = ν(Z) = 1 (d.h.X und Y habenWerte in Z), so ist

(µ ∗ ν)({k}) = P (X + Y = k) = �
m∈ZP (X =m,Y = k −m) = �

m∈Zµ({m})ν({k −m}).



KAPITEL 2. BEDINGTEWAHRSCHEINLICHKEITENUNDUNABHÄNGIGKEIT S. 33

Beispiel 2.26. 1. X,Y u.a., ∼ Berp, so istX + Y ∼ Bin2,p, d.h. Berp ∗Berp = Bin2,p.
2. (Binomialfamilie)X1,X2, . . . ,Xn u.a., ∼ Berp, so istX1 +X2 +⋯ +Xn ∼ Binn,p, d.h.

Ber∗np = Berp ∗Berp ∗⋯ ∗Berp��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
n-mal

= Binn,p.
Insbesondere gilt

Binn1,p ∗Binn2,p = Binn1+n2,p für p ∈ [0, 1], n1, n2 ∈ N,
die Binomialverteilungen bilden (für festes p) eine Faltungsfamilie.

3. (Poissonfamilie) Für α,β > 0 ist Poiα ∗ Poiβ = Poiα+β
(auch die Poissonverteilungen bilden eine Faltungsfamilie)
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Beobachtung 2.27 (Faltung von Dichten). X,Y u.a. reellwertige ZVn mit Dichte fX bzw. fY , so hatX + Y die
Dichte (fX ∗ fY )(z) ∶= �

R
fX(x)fY (z − x)dx, z ∈ R.
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Beispiel 2.28 (Die Normalverteilungen bilden eine Faltungsfamilie). Es gilt
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Beweis. Betrachte o.E. den Fall µ1 = µ2 (dennZ ∼ Nµ,σ2, a ∈ R, so istZ + a ∼ Nµ+a,σ2):
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das Integral in der 2. Zeile istNz/(1+(σ2/σ1)2),σ21σ22/(σ21+σ22)(R) = 1.)



KAPITEL 2. BEDINGTEWAHRSCHEINLICHKEITENUNDUNABHÄNGIGKEIT S. 36

Bemerkung.Man kann anstelle obiger expliziter Rechnung auch mit orthogonalen Transformationen und Bei-
spiel 2.20, 1. (Invarianz der multi-dimensionalen Standard-Normalverteilung unter orthogonalen Transformatio-
nen) argumentieren, vgl. auch [KW, Bsp. auf S. 71]:

Seien a, b ∈ (0, 1) mit a2 + b2 = 1, so ist die 2 × 2-Matrix � a b−b a
� orthogonal, seien Z1, Z2 u.a., ∼ N0,1, dann

haben
� Z1

Z2
� und � a b−b a

�� Z1

Z2
� = � aZ1 + bZ2−bZ1 + aZ2

�
dieselbe Verteilung, d.h. auch aZ1 + bZ2 und −bZ1 + aZ2 sind u.i.v., ∼ N0,1, insbesondere ist aZ1 + bZ2 standard-
normalverteilt.
Setzen wir a ∶= σ1�

σ21+σ22 , b ∶= σ2�
σ21+σ22 , so �nden wir:X1 ∶= σ1Z1 ∼ N0,σ21

,X2 ∶= σ2Z2 ∼ N0,σ22
(undX1,X2 sind

u.a.),
X1�
σ2
1 + σ2

2

+ X2�
σ2
1 + σ2

2

= aZ1 + bZ2 ∼ N0,1,

also giltX1 +X2 ∼ N0,σ21+σ22 .
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2.5 Asymptotische Ereignisse

In diesemAbschnitt geht es um Ereignisse, die gewissermaßen (wennman bei der Nummerierung an einen Zeita-
blauf denkt) ”unendlich spät“ entschieden werden.

De�nition 2.29. SeienA1,A2, . . . Ereignisse,

lim sup
n→∞ An ∶= ⋂

n≥1 �m≥nAm

(”unendlich viele derAn treten ein“),

lim inf
n→∞ An ∶= �

n≥1 ⋂m≥nAm

(”von einem (möglicherweise zufälligen) Index ab treten alleAn ein“).

Beachte: Es ist � lim inf
n→∞ An�c = lim sup

n→∞ Ac
n, mit Indikatorvariablen ausgedrückt gilt

lim sup
n→∞ 1An(ω) = 1lim supnAn(ω), lim inf

n→∞ 1An(ω) = 1lim infnAn(ω).
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Satz 2.30 (Lemma von Borel-Cantelli3). SeienA1,A2, . . . Ereignisse,A = lim supn→∞An.

1.
∞�
n=1P (An) <∞ �⇒ P (A) = 0

2.
∞�
n=1P (An) =∞ und dieA1,A2, . . . seien unabhängig �⇒ P (A) = 1

3nach Émile Borel (1871–1956) und Francesco Cantelli (1875–1966)
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Beispiel 2.31. 1. Betrachte unendlich iterierten (unabhängigen) p-Münzwurf (p ∈ [0, 1]), sei
An = {Erfolg im n-tenWurf},

dann ist P (lim supn An) = 1, d.h. es treten fast sicher∞ viele Erfolge auf.

2. SeienX1,X2, . . . ZVn,Xn ∼ Poiλn mit supn λn =∶ Λ <∞,An = {Xn ≥ n}. Es ist
P (An) = e−λn ∞�

k=n
(λn)k
k!

≤ e−Λ ∞�
k=n

Λk

k!

(verwende z.B. Bsp 2.26, 3. zur Poisson-Faltungseigenschaft, um dies einzusehen: Falls λn < Λ, sei Yn u.a. vonXn,∼ PoiΛ−λn, dann istXn + Yn ∼ PoiΛ und somit P (Xn ≥ n) ≤ P (Xn + Yn ≥ n). Somit

�
n

P (An) ≤ e−Λ ∞�
k=1

Λk

k!
�

1≤k≤n = e−Λ
∞�
k=1

Λk

k!
k <∞,

also P (lim supn An) = 0.
(Beachte: dieXn brauchen nicht unabhängig zu sein.)


