3.1 Der Pseudoprimzahltest

Woran erkennt man, dass eine Zahl prim ist? Der ,naive“ Ansatz, Pro-
bedivisionen durch alle Zahle < y/n durchzufiihren — perfektioniert im Sieb
des ERATOSTHENES -, ist nicht effizient, da /n = exp(3 logn) immer noch
exponentiell mit der Stellenzahl logn von n wéchst.

Einen Ansatz, Primzahlen ohne Probedivision zu erkennen, bietet der
Satz von FERMAT: Ist n prim, so " ! = 1 (mod n) fiir alle a = 1,...,
n — 1. Umgekehrt sagt man, dass n den Pseudoprimzahltest zur Basis
a besteht, wenn a"~! = 1 (mod n). Eine Primzahl besteht diesen Test also
zu jeder Basis a = 1,...,n — 1. Die Kongruenz 2!4 = 4 (mod 15) beweist,
dass 15 nicht prim ist. Allerdings ist 2340 = 1 (mod 341), obwohl 341 =
11 - 31; aber immerhin ist 334° = 56 (mod 341), so dass 341 durch den
Pseudoprimzahltest zur Basis 3 fillt.

Trotzdem reicht dieses Kriterium nicht, um umgekehrt die Primzahlei-
genschaft zu beweisen. Man nennt n CARMICHAEL-Zahl, wenn n den Pseu-
doprimzahltest zu jeder zu n teilerfremden Basis a besteht, aber nicht prim
ist.

Den Pseudoprimzahltest kann man auch dadurch ausdriicken, dass die
Ordnung von a in M, ein Teiler von n — 1 ist. Also ist n genau dann
CARMICHAEL-Zahl oder prim, wenn A(n)|n — 1 fir die CARMICHAEL-
Funktion A. Es gibt zu viele CARMICHAEL-Zahlen, als dass der Pseudoprim-
zahltest ruhigen Gewissens als fiir die Praxis ausreichend betrachtet werden
konnte. Insbesondere haben ALFORD, GRANVILLE und POMERANCE 1992
bewiesen, dass es unendlich viele CARMICHAEL-Zahlen gibt.

Die kleinste CARMICHAEL-Zahl ist 561 = 3 - 11 - 17; das folgt leicht aus
dem néchsten Satz.

Satz 1 FEine natirliche Zahl n ist genau dann CARMICHAEL-Zahl, wenn sie
zuammengesetzt und quadratfrei ist, und p—1|n — 1 fiir jeden Primteiler p
von n. Fine ungerade CARMICHAEL-Zahl hat mindestens 3 Primfaktoren.

Beweis. ,,=—=*“: Wire p?|n, so enthielte M, eine zu M,e mit geeignetem e > 2
isomorphe Untergruppe, also auch eine zyklische Gruppe der Ordnung p; also
wire p |n—1, Widerspruch. Da aber M, eine zyklische Gruppe der Ordnung
p—1 enthilt, gibt es ein Element a der Ordnung p—1, und ¢! =1 (mod n),
alsop—1|n—1.

»,<="": Da n quadratfrei ist, ist nach dem chinesischen Restsatz die multi-
plikative Gruppe M, das direkte Produkt der zyklischen Gruppen IF’, wobei
p die Primteiler von n durchlduft. Da stets p — 1|n — 1, hat jedes Element
von M, eine Ordnung, die n — 1 teilt.

Zusatz: Angenommen, n = pq mit zwei Primzahlen p und ¢, etwa p < ¢.
Dann ist g —1|n—1=pg—1,alsop—1=pg—1 =0 (mod g — 1),
Widerspruch. <
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