
Vorlesung 5: Streuung von Teilchen
Die Streuung von Teilchen ist eine wichtige indirekte Methode, um physikalische

Systeme zu untersuchen, die wir anders gar nicht erreichen können. Streuexperimen-
te funktionieren folgendermaßen: Wir schicken ein Teilchen mit gegebenem Impuls von
~r = ∞ in die Richtung des Kraftzentrums. Das Teilchen wechselwirkt mit dem Kraft-
zentrum und falls es genug Energie hat oder falls die Wechselwirkung abstoßend ist,
fliegt es ins Unendliche zurück. Wir studieren das Verhältnis zwischen dem sogenannten
Stoßparameter und dem Streuwinkel und versuchen aus diesem Verhältnis Erkenntnisse
über das Kraftfeld zu gewinnen.

Wir werden uns hier nur mit Zentralkräften beschäftigen. In diesem Fall sind die
Energie und der Drehimpuls erhalten. Die Werte der Energie und des Drehimpulses
können wir bei ~r =∞ ausrechnen. Dort haben wir

lim
r→∞

U(r)→ 0. (1)

Für unser Teilchen bedeutet das, dass das Teilchen bei ~r = ∞ nur kinetische Energie
hat. Falls wir die Geschwindigkeit des Teilchens bei ~r = ∞ mit v∞ bezeichnen, lautet
die Energie

E =
mv2
∞

2
. (2)

Wir parametrisieren den Ortsvektor ~r als

~r = z~n+ ~ρ, ~n · ~ρ = 0. (3)

und definieren ~r = ∞ als z → ∞. Die Geschwindigkeit bei ~r = ∞ ist ~v∞ = v∞~n. Wir
berechnen dann den Drehimpuls. Falls dieser eine Erhaltungsgröße ist, können wir den
bei ~r =∞ ausgerechneten Drehimpuls während des gesamten Stoßprozesses verwenden.
Wir erhalten

~M = [~r × ~p] = m [(z~n+ ~ρ)× ~v∞] = m [~ρ× ~v∞] , (4)

sodass
M = | ~M | = mv∞ρ. (5)

Die Streuung von Teilchen ist eine wichtige indirekte  Methode Systeme  zu 
unterschuchen  die wir nicht anders erreichen können. 

 4. Streuung  von Teilchen

Streuung durch eine Zentralkraft: Wir schicken ein Teilchen mit gegebenem 
Anfangsimpuls von r = unendlich in die Richtung des Kraftzentrums.   Wir betrachten 

nur abstossende Kräfte.
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Der Stossparameter
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Die Beziehung  des Streuwinkels     und des  Stossparameters     .  

~r = z~n + ~⇢, ~v1 = v1~n
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~n · ~⇢ = 0
<latexit sha1_base64="uOohh7Kig6HMiGWuP9VWSDRssMM=">AAACA3icbVDLSgMxFM3UV62vUXe6CRbBVZkRwW6EghuXFewDOqVk0rQNzSRDcqdQhoIbf8WNC0Xc+hPu/BvT6Sy09cCFk3PuJfeeMBbcgOd9O4W19Y3NreJ2aWd3b//APTxqGpVoyhpUCaXbITFMcMkawEGwdqwZiULBWuH4du63JkwbruQDTGPWjchQ8gGnBKzUc0+CCaNY4oD2FeDsEeiRwjfY67llr+JlwKvEz0kZ5aj33K+gr2gSMQlUEGM6vhdDNyUaOBVsVgoSw2JCx2TIOpZKEjHTTbMbZvjcKn08UNqWBJypvydSEhkzjULbGREYmWVvLv7ndRIYVLspl3ECTNLFR4NEYFB4Hgjuc80oiKklhGpud8V0RDShYGMr2RD85ZNXSfOy4nsV//6qXKvmcRTRKTpDF8hH16iG7lAdNRBFj+gZvaI358l5cd6dj0VrwclnjtEfOJ8/jZ6WHw==</latexit><latexit sha1_base64="uOohh7Kig6HMiGWuP9VWSDRssMM=">AAACA3icbVDLSgMxFM3UV62vUXe6CRbBVZkRwW6EghuXFewDOqVk0rQNzSRDcqdQhoIbf8WNC0Xc+hPu/BvT6Sy09cCFk3PuJfeeMBbcgOd9O4W19Y3NreJ2aWd3b//APTxqGpVoyhpUCaXbITFMcMkawEGwdqwZiULBWuH4du63JkwbruQDTGPWjchQ8gGnBKzUc0+CCaNY4oD2FeDsEeiRwjfY67llr+JlwKvEz0kZ5aj33K+gr2gSMQlUEGM6vhdDNyUaOBVsVgoSw2JCx2TIOpZKEjHTTbMbZvjcKn08UNqWBJypvydSEhkzjULbGREYmWVvLv7ndRIYVLspl3ECTNLFR4NEYFB4Hgjuc80oiKklhGpud8V0RDShYGMr2RD85ZNXSfOy4nsV//6qXKvmcRTRKTpDF8hH16iG7lAdNRBFj+gZvaI358l5cd6dj0VrwclnjtEfOJ8/jZ6WHw==</latexit><latexit sha1_base64="uOohh7Kig6HMiGWuP9VWSDRssMM=">AAACA3icbVDLSgMxFM3UV62vUXe6CRbBVZkRwW6EghuXFewDOqVk0rQNzSRDcqdQhoIbf8WNC0Xc+hPu/BvT6Sy09cCFk3PuJfeeMBbcgOd9O4W19Y3NreJ2aWd3b//APTxqGpVoyhpUCaXbITFMcMkawEGwdqwZiULBWuH4du63JkwbruQDTGPWjchQ8gGnBKzUc0+CCaNY4oD2FeDsEeiRwjfY67llr+JlwKvEz0kZ5aj33K+gr2gSMQlUEGM6vhdDNyUaOBVsVgoSw2JCx2TIOpZKEjHTTbMbZvjcKn08UNqWBJypvydSEhkzjULbGREYmWVvLv7ndRIYVLspl3ECTNLFR4NEYFB4Hgjuc80oiKklhGpud8V0RDShYGMr2RD85ZNXSfOy4nsV//6qXKvmcRTRKTpDF8hH16iG7lAdNRBFj+gZvaI358l5cd6dj0VrwclnjtEfOJ8/jZ6WHw==</latexit><latexit sha1_base64="uOohh7Kig6HMiGWuP9VWSDRssMM=">AAACA3icbVDLSgMxFM3UV62vUXe6CRbBVZkRwW6EghuXFewDOqVk0rQNzSRDcqdQhoIbf8WNC0Xc+hPu/BvT6Sy09cCFk3PuJfeeMBbcgOd9O4W19Y3NreJ2aWd3b//APTxqGpVoyhpUCaXbITFMcMkawEGwdqwZiULBWuH4du63JkwbruQDTGPWjchQ8gGnBKzUc0+CCaNY4oD2FeDsEeiRwjfY67llr+JlwKvEz0kZ5aj33K+gr2gSMQlUEGM6vhdDNyUaOBVsVgoSw2JCx2TIOpZKEjHTTbMbZvjcKn08UNqWBJypvydSEhkzjULbGREYmWVvLv7ndRIYVLspl3ECTNLFR4NEYFB4Hgjuc80oiKklhGpud8V0RDShYGMr2RD85ZNXSfOy4nsV//6qXKvmcRTRKTpDF8hH16iG7lAdNRBFj+gZvaI358l5cd6dj0VrwclnjtEfOJ8/jZ6WHw==</latexit>

✓tot
sc<latexit sha1_base64="h8OKbwFIPavTTnZijb7zySb8o4o=">AAACAnicbVDLSsNAFJ3UV62vqCtxEyyCq5KIYJcFNy4r2Ac0MUym03bozCTM3AglBDf+ihsXirj1K9z5N07TItp6YOBwzr3cOSdKONPgul9WaWV1bX2jvFnZ2t7Z3bP3D9o6ThWhLRLzWHUjrClnkraAAafdRFEsIk470fhq6nfuqdIslrcwSWgg8FCyASMYjBTaRz6MKOAw85VwNMnvCgIx5KFddWtuAeeHeIukiuZohvan349JKqgEwrHWPc9NIMiwAkY4zSt+qmmCyRgPac9QiQXVQVZEyJ1To/SdQazMk+AU6u+NDAutJyIykwLDSC96U/E/r5fCoB5kTCYpUElmhwYpNxGdaR9OnylKgE8MwUQx81eHjLDCBExrFVPCUuRl0j6veW7Nu7moNurzOsroGJ2gM+ShS9RA16iJWoigB/SEXtCr9Wg9W2/W+2y0ZM13DtEfWB/fwu6Xng==</latexit><latexit sha1_base64="h8OKbwFIPavTTnZijb7zySb8o4o=">AAACAnicbVDLSsNAFJ3UV62vqCtxEyyCq5KIYJcFNy4r2Ac0MUym03bozCTM3AglBDf+ihsXirj1K9z5N07TItp6YOBwzr3cOSdKONPgul9WaWV1bX2jvFnZ2t7Z3bP3D9o6ThWhLRLzWHUjrClnkraAAafdRFEsIk470fhq6nfuqdIslrcwSWgg8FCyASMYjBTaRz6MKOAw85VwNMnvCgIx5KFddWtuAeeHeIukiuZohvan349JKqgEwrHWPc9NIMiwAkY4zSt+qmmCyRgPac9QiQXVQVZEyJ1To/SdQazMk+AU6u+NDAutJyIykwLDSC96U/E/r5fCoB5kTCYpUElmhwYpNxGdaR9OnylKgE8MwUQx81eHjLDCBExrFVPCUuRl0j6veW7Nu7moNurzOsroGJ2gM+ShS9RA16iJWoigB/SEXtCr9Wg9W2/W+2y0ZM13DtEfWB/fwu6Xng==</latexit><latexit sha1_base64="h8OKbwFIPavTTnZijb7zySb8o4o=">AAACAnicbVDLSsNAFJ3UV62vqCtxEyyCq5KIYJcFNy4r2Ac0MUym03bozCTM3AglBDf+ihsXirj1K9z5N07TItp6YOBwzr3cOSdKONPgul9WaWV1bX2jvFnZ2t7Z3bP3D9o6ThWhLRLzWHUjrClnkraAAafdRFEsIk470fhq6nfuqdIslrcwSWgg8FCyASMYjBTaRz6MKOAw85VwNMnvCgIx5KFddWtuAeeHeIukiuZohvan349JKqgEwrHWPc9NIMiwAkY4zSt+qmmCyRgPac9QiQXVQVZEyJ1To/SdQazMk+AU6u+NDAutJyIykwLDSC96U/E/r5fCoB5kTCYpUElmhwYpNxGdaR9OnylKgE8MwUQx81eHjLDCBExrFVPCUuRl0j6veW7Nu7moNurzOsroGJ2gM+ShS9RA16iJWoigB/SEXtCr9Wg9W2/W+2y0ZM13DtEfWB/fwu6Xng==</latexit><latexit sha1_base64="h8OKbwFIPavTTnZijb7zySb8o4o=">AAACAnicbVDLSsNAFJ3UV62vqCtxEyyCq5KIYJcFNy4r2Ac0MUym03bozCTM3AglBDf+ihsXirj1K9z5N07TItp6YOBwzr3cOSdKONPgul9WaWV1bX2jvFnZ2t7Z3bP3D9o6ThWhLRLzWHUjrClnkraAAafdRFEsIk470fhq6nfuqdIslrcwSWgg8FCyASMYjBTaRz6MKOAw85VwNMnvCgIx5KFddWtuAeeHeIukiuZohvan349JKqgEwrHWPc9NIMiwAkY4zSt+qmmCyRgPac9QiQXVQVZEyJ1To/SdQazMk+AU6u+NDAutJyIykwLDSC96U/E/r5fCoB5kTCYpUElmhwYpNxGdaR9OnylKgE8MwUQx81eHjLDCBExrFVPCUuRl0j6veW7Nu7moNurzOsroGJ2gM+ShS9RA16iJWoigB/SEXtCr9Wg9W2/W+2y0ZM13DtEfWB/fwu6Xng==</latexit>

✓
<latexit sha1_base64="C6D2tr4w0++H/GoIHYLn0wIfh8U=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0RzDHgxWME84BkCbOT2WTM7Mwy0yuEJf/gxYMiXv0fb/6NkweiiQUNRVU33V1RKoVF3//y1tY3Nre2CzvF3b39g8PS0XHT6sww3mBaatOOqOVSKN5AgZK3U8NpEkneikY3U7/1yI0VWt3jOOVhQgdKxIJRdFKzi0OOtFcq+xV/BvJDgmVShgXqvdJnt69ZlnCFTFJrO4GfYphTg4JJPil2M8tTykZ0wDuOKppwG+azayfk3Cl9EmvjSiGZqb8ncppYO04i15lQHNplbyr+53UyjKthLlSaIVdsvijOJEFNpq+TvjCcoRw7QpkR7lbChtRQhi6gogth5eVV0rysBH4luLsq16qLOApwCmdwAQFcQw1uoQ4NYPAAT/ACr572nr03733euuYtZk7gD7yPb6Jjjx8=</latexit><latexit sha1_base64="C6D2tr4w0++H/GoIHYLn0wIfh8U=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0RzDHgxWME84BkCbOT2WTM7Mwy0yuEJf/gxYMiXv0fb/6NkweiiQUNRVU33V1RKoVF3//y1tY3Nre2CzvF3b39g8PS0XHT6sww3mBaatOOqOVSKN5AgZK3U8NpEkneikY3U7/1yI0VWt3jOOVhQgdKxIJRdFKzi0OOtFcq+xV/BvJDgmVShgXqvdJnt69ZlnCFTFJrO4GfYphTg4JJPil2M8tTykZ0wDuOKppwG+azayfk3Cl9EmvjSiGZqb8ncppYO04i15lQHNplbyr+53UyjKthLlSaIVdsvijOJEFNpq+TvjCcoRw7QpkR7lbChtRQhi6gogth5eVV0rysBH4luLsq16qLOApwCmdwAQFcQw1uoQ4NYPAAT/ACr572nr03733euuYtZk7gD7yPb6Jjjx8=</latexit><latexit sha1_base64="C6D2tr4w0++H/GoIHYLn0wIfh8U=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0RzDHgxWME84BkCbOT2WTM7Mwy0yuEJf/gxYMiXv0fb/6NkweiiQUNRVU33V1RKoVF3//y1tY3Nre2CzvF3b39g8PS0XHT6sww3mBaatOOqOVSKN5AgZK3U8NpEkneikY3U7/1yI0VWt3jOOVhQgdKxIJRdFKzi0OOtFcq+xV/BvJDgmVShgXqvdJnt69ZlnCFTFJrO4GfYphTg4JJPil2M8tTykZ0wDuOKppwG+azayfk3Cl9EmvjSiGZqb8ncppYO04i15lQHNplbyr+53UyjKthLlSaIVdsvijOJEFNpq+TvjCcoRw7QpkR7lbChtRQhi6gogth5eVV0rysBH4luLsq16qLOApwCmdwAQFcQw1uoQ4NYPAAT/ACr572nr03733euuYtZk7gD7yPb6Jjjx8=</latexit><latexit sha1_base64="C6D2tr4w0++H/GoIHYLn0wIfh8U=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0RzDHgxWME84BkCbOT2WTM7Mwy0yuEJf/gxYMiXv0fb/6NkweiiQUNRVU33V1RKoVF3//y1tY3Nre2CzvF3b39g8PS0XHT6sww3mBaatOOqOVSKN5AgZK3U8NpEkneikY3U7/1yI0VWt3jOOVhQgdKxIJRdFKzi0OOtFcq+xV/BvJDgmVShgXqvdJnt69ZlnCFTFJrO4GfYphTg4JJPil2M8tTykZ0wDuOKppwG+azayfk3Cl9EmvjSiGZqb8ncppYO04i15lQHNplbyr+53UyjKthLlSaIVdsvijOJEFNpq+TvjCcoRw7QpkR7lbChtRQhi6gogth5eVV0rysBH4luLsq16qLOApwCmdwAQFcQw1uoQ4NYPAAT/ACr572nr03733euuYtZk7gD7yPb6Jjjx8=</latexit>

z
<latexit sha1_base64="PLTu3h7NY2qluk0ADhPovJNG4o4=">AAAB6HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4GpLW0nFXcOOyBfuAdiiZNNPGZjJDkhHq0C9w40IRt36SO//G9CGo6IELh3Pu5d57gkRwbRD6cHJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoreNUUdaisYhVNyCaCS5Zy3AjWDdRjESBYJ1gcjX3O3dMaR7LGzNNmB+RkeQhp8RYqXk/KJaQi3AVIw9aUqmWPWxJuXJZwx7ELlqgBFZoDIrv/WFM04hJQwXRuodRYvyMKMOpYLNCP9UsIXRCRqxnqSQR0362OHQGz6wyhGGsbEkDF+r3iYxEWk+jwHZGxIz1b28u/uX1UhN6fsZlkhom6XJRmApoYjj/Gg65YtSIqSWEKm5vhXRMFKHGZlOwIXx9Cv8n7bKLkYubF6W6t4ojD07AKTgHGNRAHVyDBmgBChh4AE/g2bl1Hp0X53XZmnNWM8fgB5y3T0JDjTQ=</latexit><latexit sha1_base64="PLTu3h7NY2qluk0ADhPovJNG4o4=">AAAB6HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4GpLW0nFXcOOyBfuAdiiZNNPGZjJDkhHq0C9w40IRt36SO//G9CGo6IELh3Pu5d57gkRwbRD6cHJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoreNUUdaisYhVNyCaCS5Zy3AjWDdRjESBYJ1gcjX3O3dMaR7LGzNNmB+RkeQhp8RYqXk/KJaQi3AVIw9aUqmWPWxJuXJZwx7ELlqgBFZoDIrv/WFM04hJQwXRuodRYvyMKMOpYLNCP9UsIXRCRqxnqSQR0362OHQGz6wyhGGsbEkDF+r3iYxEWk+jwHZGxIz1b28u/uX1UhN6fsZlkhom6XJRmApoYjj/Gg65YtSIqSWEKm5vhXRMFKHGZlOwIXx9Cv8n7bKLkYubF6W6t4ojD07AKTgHGNRAHVyDBmgBChh4AE/g2bl1Hp0X53XZmnNWM8fgB5y3T0JDjTQ=</latexit><latexit sha1_base64="PLTu3h7NY2qluk0ADhPovJNG4o4=">AAAB6HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4GpLW0nFXcOOyBfuAdiiZNNPGZjJDkhHq0C9w40IRt36SO//G9CGo6IELh3Pu5d57gkRwbRD6cHJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoreNUUdaisYhVNyCaCS5Zy3AjWDdRjESBYJ1gcjX3O3dMaR7LGzNNmB+RkeQhp8RYqXk/KJaQi3AVIw9aUqmWPWxJuXJZwx7ELlqgBFZoDIrv/WFM04hJQwXRuodRYvyMKMOpYLNCP9UsIXRCRqxnqSQR0362OHQGz6wyhGGsbEkDF+r3iYxEWk+jwHZGxIz1b28u/uX1UhN6fsZlkhom6XJRmApoYjj/Gg65YtSIqSWEKm5vhXRMFKHGZlOwIXx9Cv8n7bKLkYubF6W6t4ojD07AKTgHGNRAHVyDBmgBChh4AE/g2bl1Hp0X53XZmnNWM8fgB5y3T0JDjTQ=</latexit><latexit sha1_base64="PLTu3h7NY2qluk0ADhPovJNG4o4=">AAAB6HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4GpLW0nFXcOOyBfuAdiiZNNPGZjJDkhHq0C9w40IRt36SO//G9CGo6IELh3Pu5d57gkRwbRD6cHJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoreNUUdaisYhVNyCaCS5Zy3AjWDdRjESBYJ1gcjX3O3dMaR7LGzNNmB+RkeQhp8RYqXk/KJaQi3AVIw9aUqmWPWxJuXJZwx7ELlqgBFZoDIrv/WFM04hJQwXRuodRYvyMKMOpYLNCP9UsIXRCRqxnqSQR0362OHQGz6wyhGGsbEkDF+r3iYxEWk+jwHZGxIz1b28u/uX1UhN6fsZlkhom6XJRmApoYjj/Gg65YtSIqSWEKm5vhXRMFKHGZlOwIXx9Cv8n7bKLkYubF6W6t4ojD07AKTgHGNRAHVyDBmgBChh4AE/g2bl1Hp0X53XZmnNWM8fgB5y3T0JDjTQ=</latexit>

ρ	

θ

O	

rmin

Θsc(r)

Abbildung 1: Das Streuexperiment.
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Der Streuwinkel θsc (siehe Abb. 1) ist abhängig von r

θsc(r) =
M

m

∞∫

r

dr̄

r̄2
√

2
m (E − Ueff(r̄))

(6)

Der minimale Wert von r ist rmin und den vollen Streuwinkel schreiben wir als

θ = π − 2θsc(rmin) = π − 2ρ

∞∫

rmin

dr

r2

1√
1− ρ2

r2
− 2U(r)

mv2∞

(7)

Diese Gleichung erlaubt es uns, die Abhängigkeit des Streuwinkels vom Stoßparameter
ρ zu bestimmen.

Wir stellen uns nun vor, dass wir einen Strahl von Teilchen mit der Energie E aus
dem Unendlichen zum Kraftzentrum schicken. Die Dichte der Teilchen in dem Strahl ist
n. Die Zahl der Teilchen, die durch die Fläche 2πρdρ pro Zeiteinheit fliegen ist

dN = 2πρdρnv∞. (8)

Diese Teilchen werden um den Winkel θ(ρ) gestreut. Der Teilchenstrom J ist J = nv∞.
Der Wirkungsquerschnitt ist dann das Verhältnis zwischen der Zahl gestreuter Teilchen
und dem Teilchenstrom der einfallenden Teilchen

dσ =
dN

J
= 2πρ(θ)dρ(θ). (9)

Der Wirkungsquerschnitt hat also die Dimension einer Fläche. Er kann so interpre-
tiert werden, dass dem Streuprozess eine fiktive Fläche zugeordnet wird, die gerade so
groß ist, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein einfallendes punktförmiges Teilchen die-
se fiktive Fläche trifft, der Wahrscheinlichkeit entspricht mit der das Teilchen gestreut
wird. Diese Fläche muss nicht mit dem geometrischen Querschnitt des Streuzentrums
übereinstimmen, wie wir im Folgenden sehen werden.

Der Wirkungsquerschnitt ist eine Funktion des Streuwinkels. Wir schreiben

dσ = 2πρ(θ)

∣∣∣∣
dρ

dθ

∣∣∣∣ dθ. (10)

Abbildung 2: Die Wirkungsquerschnitt.
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Den totalen Wirkungsquerschnitt erhalten wir, indem wir dσ über alle möglichen Streu-
richtungen, also über θ von θ = 0 bis θ = π, integrieren

σ =

π∫

0

dθ
dσ

dθ
. (11)

Als Beispiel betrachten wir die Streuung an einer harten, unendlich schweren Kugel
mit dem Radius R. Die entsprechende potentielle Energie lautet

U(r) =

{
0, r > R
∞, r < R

(12)

In diesem Fall ist der minimale Abstand zwischen Mittelpunkt der Kugel und dem
Teilchen rmin = R. Wir verwenden dann Gl. (7) und erhalten

θ = π − 2ρ

∞∫

R

dr

r2

1√
1− ρ2

r2

(13)

Es ist offensichtlich, dass eine Streuung nur für ρ < R stattfindet.
Wir führen eine Variablentransformation ein, r → ξ, wobei

r =
ρ

ξ
(14)

und erhalten

θ = π − 2

ρ/R∫

0

dξ√
1− ξ2

. (15)

Wir substituieren ξ = sinϕ und erhalten

θ = π − 2 arcsin
( ρ
R

)
. (16)

Im hier betrachteten Fall der Streuung an der harten, unendlich schweren Kugel ent-
spricht dies gerade der geometrischen Situation, dass das einfallende Teilchen, entspre-
chend seinem Stoßparameter ρ, an der Oberfläche der Kugel gemäß “Einfallswinkel =
Ausfallswinkel” gestreut wird. Wir schreiben diese Gleichung um als

ρ = R cos
θ

2
. (17)

Um den Wirkungsquerschnitt zu berechnen, brauchen wir die Ableitung |dρ/dθ|. Wir
erhalten

dρ

dθ
=
R sin θ/2

2
. (18)
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Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist dann

dσ

d cos θ
=

2πρ(θ)

sin θ

∣∣∣∣
dρ

dθ

∣∣∣∣ . (19)

Wir erhalten
dσ

d cos θ
=

2πR2 cos θ2 sin θ
2

2 sin θ
=
πR2

2
. (20)

Somit lautet der totale Wirkungsquerschnitt

σ =

1∫

−1

d cos θ
dσ

d cos θ
= πR2. (21)

Hier stimmt also der totale Wirkungsquerschnitt mit dem geometrischen Querschnitt
der Kugel überein.

Als zweites Beispiel betrachten wir die Streuung am Potential U(r) = α
r (die soge-

nannte Rutherford-Streuung). Die Formel für den Streuwinkel lautet

θ = π − 2ρ

∞∫

rmin

dr

r2

√
1− ρ2

r2
− 2α

mv2r

, (22)

wobei v = v∞ ist. In der obigen Formel können wir rmin bestimmen, indem wir die
Nullstellen der Wurzel im Nenner finden.

Wir schreiben

1− ρ2

r2
− 2α

mv2r
= 1 +

α2

m2v4ρ2
−
(
ρ

r
+

α

mv2ρ

)2

, (23)

führen eine Variablentransformation r → ξ ein

ρ

r
+

α

mv2ρ
=

√
1 +

α2

m2v4ρ2
sin ξ, (24)

und erhalten

1 +
α2

m2v4ρ2
−
(
ρ

r
+

α

mv2ρ

)2

=

(
1 +

α2

m2v4ρ2

)(
1− sin2 ξ

)
. (25)

Der Punkt rmin entspricht ξ = π/2 und r =∞ entspricht

ξ|r=∞ = ξ0 = arcsin

α
mv2ρ√

1 + α2

m2v4ρ2

. (26)

Wir führen diese Variablentransformation in Gl. (22) aus und erhalten

θ = π − 2

π/2∫

ξ0

dξ = 2ξ0 = 2 arcsin

α
mv2ρ√

1 + α2

m2v4ρ2

. (27)
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Diese Gleichung formen wir zu

sin
θ

2
=

α
mv2ρ√

1 + α2

m2v4ρ2

(28)

um und drücken ρ als Funktion von θ aus. Wir erhalten

ρ =
α

mv2 tan θ
2

. (29)

Um den Wirkungsquerschnitt zu berechnen, brauchen wir die Ableitung von ρ nach θ;
sie lautet ∣∣∣∣

dρ

dθ

∣∣∣∣ =
α

mv2

1

tan2 θ
2

1

2 cos2 θ
2

. (30)

Wir sind letztendlich in der Lage, den differentiellen Wirkungsquerschnitt aufzuschreiben

dσ

d cos θ
= 2πρ(θ)

∣∣∣∣
dρ

d cos θ

∣∣∣∣ =
2πρ(θ)

sin θ

∣∣∣∣
dρ

dθ

∣∣∣∣ = 2π
( α

2mv2

)2 1

sin4 θ
2

. (31)

Im Prinzip sollten wir den totalen Wirkungsquerschnitt erhalten, indem wir dσ/d cos θ
über cos θ integrieren. Es ist aber einfach zu sehen, dass das Integral unendlich ist. In
der Tat haben wir für kleinen Streuwinkel θ

sin
θ

2
≈ θ

2
, d cos θ = sin θdθ ≈ θdθ, dσ

d cos θ
≈ dσ

θdθ
≈
( α

2mv2

)2 32π

θ4
. (32)

Der totale Wirkungsquerschnitt ist dann unendlich

σtot =

π∫

0

dσ

dθ
dθ ≈

( α

2mv2

)2
∫

0

32π

θ3
dθ =∞. (33)

Wir haben zwei Beispiele gesehen – im ersten Beispiel war der totale Wirkungs-
querschnitt endlich und im zweiten Beispiel unendlich. Wir haben auch gesehen, dass
der Wirkungsquerschnitt für Rutherford-Streuung unendlich ist wegen der Kleinwinkel-
streuung. Um das besser zu verstehen, betrachten wir den Limes kleiner Kraft oder,
äquivalent, den Limes sehr hoher Energie. Falls das Teilchen entlang der z-Achse fliegt
und in der x-Richtung in der (x − z)-Ebene gestreut wird, finden wir den Streuwinkel
als

sin θ =
px
p′z
. (34)

Weil die Kraft klein ist, ist es auch der Streuwinkel; deswegen

sin θ ≈ θ � 1, px � p′z, p′z ≈ mv. (35)

Wir können dann px ausrechnen, indem wir die Differentialgleichung

dpx
dt

= Fx(x(t), z(t)) (36)
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über die Zeit integrieren. Wir erhalten

px =

∞∫

−∞

dt Fx(x(t), z(t)). (37)

Die Kraft berechnen wir, indem wir das Potential nach x ableiten

Fx = −∂U(r)

∂x
= −dU(r)

dr

x

r
. (38)

Um diese Kraft in Gl. (37) zu integrieren, brauchen wir x(t) und z(t) und diese Funk-
tionen kennen wir nicht genau. Aber, weil die Kraft klein ist, ist die Bahn eine Gerade,
mindestens in erster Näherung. D.h.

x(t) = ρ, z(t) = vt, r =
√
v2t2 + ρ2.

Damit erhalten wir

θ =
px
mv

= − ρ

mv

∞∫

−∞

dt

r

dU(r)

dr

∣∣∣∣
r=
√
v2t2+ρ2

(39)

Das Integral ist symmetrisch in t, sodass wir stattdessen von t = 0 bis t =∞ integrieren
und mit einem Faktor 2 multiplizieren. Wir machen dann eine Variablentransformation
t→ r =

√
v2t2 + ρ2, sodass

dt =
rdr

v
√
r2 − ρ2

, (40)

und erhalten

θ = − 2ρ

mv2

∞∫

ρ

dr√
r2 − ρ2

dU(r)

dr
. (41)

Mit dieser Formel können wir die Kleinwinkelstreuung analysieren. Wir nehmen an,
dass sich das Potential asymptotisch wie eine Potenz von r verhält

U(r) =
α

rn
(42)

Die Abhängigkeit des Streuwinkels von ρ können wir mit Hilfe von Gl. (41) ausrechnen

θ =
2ραn

mv2

∞∫

ρ

dr

rn+1
√
r2 − ρ2

r=ρξ
=

2αn

mv2ρn

∞∫

1

dξ

ξn+1
√
ξ2 − 1

≈ ρ−n. (43)

D.h.
ρ ∼ θ−1/n, (44)
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sodass der differentielle Wirkungsquerschnitt lautet

dσ

dθ
∼ 1

θ1+2/n
. (45)

Der totale Wirkungsquerschnitt ist dann

∫

0

dσ

dθ
dθ ≈

∫

0

dθ

θ1+2/n
=∞. (46)

Das bedeutet, dass in der klassischen Mechanik die totalen Wirkungsquerschnitte für
alle Potentiale unendlich sind, außer für solche, die eine endliche Reichweite haben.
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