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Gitterschwingungen
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Die Bewegung der Gitteratome um ihre Ruhelage führt zu wichtigen
Festkörpereigenschaften:

• Ausbreitung von (Schall-) Schwingungen
• Energieinhalt der Schwingungen: spezifische Wärmekapazität
• Ausbreitung der Schwingungen: Wärmeleitfähigkeit
• genaue Potentialform (anharmonisch): thermische Ausdehnung
• Temperaturabhängigkeit des elektrischen Widerstandes in Metallen (und Supraleitung)
• dielektrische Eigenschaften (optischer und Infrarotbereich) von ionischen Kristallen
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Grundlage

4

s s+1 …s-1…

…
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n+1

n-1

…
a M

Lokale Auslenkung des Gitters und Rückstellkraft, 
die durch Bindungspotential V(r) gegeben ist
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Longitudinalwelle
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Lokale Auslenkung des Gitters 𝑢𝑢𝑠𝑠 parallel 
zur Ausbreitungsrichtung der Welle 𝑘𝑘
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Transversalwelle
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Lokale Auslenkung des Gitters 𝑢𝑢𝑠𝑠 senkrecht 
zur Ausbreitungsrichtung der Welle 𝑘𝑘
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Longitudinal- und Transversalwelle
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Reetz, 2003



Harmonische Näherung
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Energieoffset =0
Gleichgewichts

position

harmonisches Potential
lineare Kraft

1. Anharmonischer Term

Taylorentwicklung des Bindungspotentials:

P. Hofmann



weitere Näherungen
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Elektronen können für jede Lage der Atome beliebig schnell den Zustand minimaler 
Energie annehmen, da

→ Adiabatische Näherung bzw. Born-Oppenheimer Näherung
(s. Atome- und Moleküle: Kap. 12 Molekülphysik)

Folge
Die Bewegung von Elektronen und Atomen können entkoppelt werden, dies wird durch 
getrennte Hamilton-Operatoren bewirkt.

Desweiteren, vorerst nur Berücksichtigung der Wechselwirkung nächster Nachbarn für 
die Rückstellkraft.



Wellenausbreitung 
in Kristallrichtung:

s s+1 …s-1…

…

n

n+1

n-1

…
a M

Vereinfachung auf 
Nächstenachbarn

Gitter

Einatomige Kette

Ruhezustand:

Longitudinale Welle:

M
a

Projektion auf lineare Kette
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5.1 Einatomige Kette
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Bewegungsgleichung für Nächste-Nachbar-Näherung

Rückstellkraft mit linearer Federkonstante 𝐶𝐶

Transversale Auslenkung analog, mit Federkonstante C´ ≠ 𝐶𝐶



1. Brillouin-Zone

physikalisch sinnvoll (λ ≥ 2a): 
u 4a

x

periodisch in k 

5.1 Dispersionsrelation der einatomigen Kette 
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Im 3D-Gitter mit einatomiger Basis gibt es 3 Dispersionszweige: 
2 (aufeinander ⊥) transversale, 1 longitudinalen

5.1 Dispersionsrelationen:  Theorie vs. Experiment

13

Gross, Marx



5.1 Dispersionsrelationen:  Theorie vs. Experiment
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fcc bcc

Die erste BZ des bcc-Gitters ist ein
rhombisches Dodekaeder
(im reziproken Raum: fcc).

Die erste BZ eines fcc-Gitters ist ein
abgestumpfter Oktaeder mit 8 Sechsecken
und 6 Quadraten (im reziproken Raum: bcc)

Reziprokes Gitter

Zur Erinnerung:



z.B. 1D-Modell für NaCl:

Ruhelage:
m

a

M m M

Bewegungsgleichung für 
Nächste-Nachbar-Näherung:

un-1 vn-1 un vn

Ansatz:

5.2 Zweiatomige Kette
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un+1

m



5.2 Dispersionsrelation für zweiatomige Kette 
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optischer Zweig

akustischer 
Zweig

Lücke in den
erlaubten
Frequenzen



5.2 Transversale vs. longitudinale Wellen

Gross, Marx 17

LA

LO

TA

TO

entspricht „üblichen“ Schallwellen

Oszillierendes el. Dipolmoment
→ optische Eigenschaften



5.2 Dreidimensionales System: Mehratomige Basis
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Anzahl Dispersionszweige
Dreidimensionales System mit r Atomen pro Gitterzelle

Beispiel: Si besitzt eine Diamantstruktur = fcc mit zweiatomiger Basis (r=2)

Gross, Marx



Phasen- und Gruppengeschwindigkeit
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optischer Zweig

akustischer 
Zweig

Phasengeschwindigkeit 𝑣𝑣𝑝𝑝𝑝 = 𝜔𝜔
𝑘𝑘

Gruppengeschwindigkeit 𝑣𝑣𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑑𝑑𝜔𝜔
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑣𝑣𝑝𝑝𝑝

𝑣𝑣𝑔𝑔𝑔𝑔



Phasen- und Gruppengeschwindigkeit
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Centipede



Phasen- und Gruppengeschwindigkeit
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Schwebung – Überlagerung von zwei Wellen



Phasen- und Gruppengeschwindigkeit
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Überlagerung von fünf Wellen – Periodische Pulsfolge

Frequenz



Phasen- und Gruppengeschwindigkeit
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Überlagerung von fünfzig Wellen

Frequenz



Phasen- und Gruppengeschwindigkeit
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Lineare Dispersion

vgr = vph𝜔𝜔

𝑘𝑘



Phasen- und Gruppengeschwindigkeit
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Normale Dispersion

vgr < vph
𝜔𝜔

𝑘𝑘



Phasen- und Gruppengeschwindigkeit
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Anormale Dispersion

vgr > vph
𝜔𝜔

𝑘𝑘



Phasen- und Gruppengeschwindigkeit
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Anormale Dispersion



Physik der kondensierten Materie
Kapitel 5a – Dispersionsrelation

www.tu-chemnitz.de/physik/EXSE28ulrich.schwarz@physik.tu-chemnitz.de

optischer Zweig

akustischer 
Zweig

Dispersionsrelation𝜔𝜔 𝑘𝑘 von Phononen
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optischer Zweig

akustischer 
Zweig

Dispersion von Phononen

𝑣𝑣𝑝𝑝𝑝

𝑣𝑣𝑔𝑔𝑔𝑔

Phasengeschwindigkeit 𝑣𝑣𝑝𝑝𝑝 = 𝜔𝜔
𝑘𝑘

Gruppengeschwindigkeit 𝑣𝑣𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑑𝑑𝜔𝜔
𝑑𝑑𝑑𝑑
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optischer Zweig

akustischer 
Zweig

Dispersion von Phononen
und Photonen

𝑣𝑣𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = 8 � 103 𝑚𝑚/𝑠𝑠

𝑣𝑣𝐼𝐼𝐼𝐼 = 8 � 107 𝑚𝑚/𝑠𝑠

𝑣𝑣𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 = 3 � 108 𝑚𝑚/𝑠𝑠
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Dispersion von Licht - Lichtbrechung

Quelle: Zinth & Zinth, Optik

Schwingungs-
Banden

Band-
Übergänge
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Dispersion von Licht - Lichtbrechung

commons.wikimedia.org

Quelle: Zinth & Zinth, Optik

Normale Dispersion: 𝜕𝜕𝑛𝑛
𝜕𝜕𝜆𝜆

< 0
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Dispersionsrelation 𝜔𝜔 𝑘𝑘 von Licht

Quelle: J.D. Caldwell et al., Nanophotonics (2015)
https://doi.org/10.1515/nanoph-2014-0003

https://doi.org/10.1515/nanoph-2014-0003
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Dispersionsrelation
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𝜔𝜔 𝑘𝑘 ⇒ Energie ℏ𝜔𝜔

⇒ Impuls ℏ𝑘𝑘

Energie- und Impulserhaltung, bei 
Wechselwirkung (z.B. Streuung, 
Absorption, Emission,…)

Phasengeschwindigkeit 𝑣𝑣𝑝𝑝𝑝 = 𝜔𝜔
𝑘𝑘

Gruppengeschwindigkeit 𝑣𝑣𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑑𝑑𝜔𝜔
𝑑𝑑𝑑𝑑

⇒
⇒

Ausbreitung der 
quasi-Teilchen

Zustandsdichte 𝑍𝑍 𝜔𝜔 , 𝑍𝑍 𝑘𝑘⇒ Prominenz z.B. eines 
Streumechanismus´,
Wärmekapazität

Die Dispersionsrelation sagt nichts über die Stärke der Wechselwirkung von 
quasi-Teilchen, oder über anharmonische Effekte (z.B. thermische Ausdehnung, 
Wärmetramsport)



Gitterschwingung → Phonon
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Gitterschwingungen = ebene Welle → als (Quasi-)Teilchen beschreibbar wie Licht!

Phonon = Schwingungsquant (mehr in Kap. 6)

Energie eines Phonons: 𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 = ℏ 𝜔𝜔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝑢𝑢0𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜔𝜔𝑡𝑡𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑢𝑢0𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜔𝜔𝑡𝑡𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑧𝑧

Energie eines Photons: 𝐸𝐸𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 = ℏ 𝜔𝜔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑡𝑡𝑜𝑜𝑜𝑜

𝐸𝐸 𝑧𝑧, 𝑡𝑡 = 𝐸𝐸0𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜔𝜔𝑡𝑡𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

Energie einer Schwingungsmode ⇔ Besetzungszahl 𝑛𝑛 des quantenmechanischen
harmonischen Oszillators

𝐸𝐸 = 𝑛𝑛 + 1
2 ℏ𝜔𝜔



Gitterschwingung → Phonon
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Gitterschwingungen = ebene Welle → als (Quasi-)Teilchen beschreibbar wie Licht!

Phonon = Schwingungsquant (mehr in Kap. 6)

Impuls eines Phonons: 𝑝⃗𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 = ℏ 𝑘𝑘𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝑢𝑢0𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜔𝜔𝑡𝑡𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑢𝑢0𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜔𝜔𝑡𝑡𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑧𝑧

Impuls eines Photons: 𝑝⃗𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 = ℏ 𝑘𝑘𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑡𝑡𝑜𝑜𝑜𝑜

𝐸𝐸 𝑧𝑧, 𝑡𝑡 = 𝐸𝐸0𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜔𝜔𝑡𝑡𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

Erhaltungsgröße Quasi-Impuls ⇔ Wechselwirkung in Phase in räumlicher Dimension

Erhaltungsgröße Energie ⇔ Wechselwirkung in Phase in zeitlicher Dimension



Elastische Streuung

37

𝑘𝑘

𝑘𝑘´

𝐺⃗𝐺

Ewald-Kugel
Elastische Streuung,
von Laue Bedingung

𝑘𝑘 = 𝑘𝑘´

𝑘𝑘´ = 𝑘𝑘 + 𝐺⃗𝐺

Energieerhaltung
und
Impulserhaltung unter 
Einbeziehung eines 
reziproken Gittervektors



Inelastische Streuung
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𝑘𝑘

𝑘𝑘´

𝐺⃗𝐺

Ewald-Kugel Energieerhaltung
und
Impulserhaltung unter 
Einbeziehung eines 
reziproken Gittervektors
und eines Phonons

𝑘𝑘𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝
1. BZ 𝑘𝑘´ − 𝑘𝑘 = ±𝑘𝑘𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐺⃗𝐺

𝐸𝐸𝑘𝑘𝑘 − 𝐸𝐸𝑘𝑘 = ±ℏ𝜔𝜔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑘𝑘´ − 𝑘𝑘 = ±𝑞⃗𝑞 + 𝐺⃗𝐺

Weitere übliche Schreibweise:



5.3 Phononenspektrum von Diamant

39Gross, Marx



5.3 Phononenspektroskopie

40Gross, Marx

Röntgenstreuung:
Um die typischen Phononenenergien im meV-Bereich auflösen zu können, müssen 
relative Energieänderungen der Lichtquanten im Bereich von ΔE/E ≃ 10−6 aufgelöst 
werden. 

Der Nachweis solch kleiner relativer Energieänderungen ist experimentell schwierig.

Rand 1. BZ

1keV: 
Röntgen

𝑘𝑘´ − 𝑘𝑘 = ±𝑘𝑘𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐺⃗𝐺

𝐸𝐸𝑘𝑘𝑘 − 𝐸𝐸𝑘𝑘 = ±ℏ𝜔𝜔𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝



5.3 Inelastische Neutronenstreuung
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Dreiachsenspektrometer

Bragg-Reflexion an einem Einkristall

Bertram N. Brockhouse und Clifford G. Shull im 
Jahr 1994 den Nobelpreis für Physik

Der Nachteil der Methode ist, dass aufgrund des für die Messung notwendigen 
Monochromators nur ein kleiner Bruchteil des Spektrums der aus dem Reaktor 
kommenden Neutronen genutzt werden kann. 

Ausweg: gepulste Neutronenquelle - Energieselektion durch Laufzeit der Neutronen

Gross, Marx



5.3 Inelastische Lichtstreuung

42Gross, Marx

mit sichtbarem oder infrarotem Licht

𝑞𝑞 = 𝑘𝑘𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝



Ramanspektroskopie

43Gross, Marx

Unterschiedliche Intensitäten von Stokes und Anti-Stokes-Linie abhängig von der 
Kristalltemperatur wg. Besetzungsstatistik: IAS/IS ∝ exp(- ħωPhonon/kBT)    (Boltzmann)

→ geringere Energie 
der gestreuten Photonen

← höhere Energie 
der gestreuten Photonen



5.3 Ramanstreuung

44

Phononerzeugung Phononvernichtung



Amplitude der Lichtwelle

Induziertes Dipolmoment
Schwingungsfrequenz νm

Auslenkung q

Kleine Schwingungsamplituden:

Rayleigh Anti-Stokes Stokes

→

5.3 Raman Spektroskopie

45



5.3 Ramanstreuung

46

Phononerzeugung PhononvernichtungIbach, Lüth



5.3 Ramanspektroskopie auf Graphen

47http://www.eng.nanophoton.jp

Raman

Optische Mikroskopie
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