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Das freie Elektronengas

Siehe Ibach/Lüth (Kap. 6), Gross/Marx (Kap. 7-7.3)
und Demtröder III (Kap. 13.1) etc.
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7.1 Modell des freien Elektronengases

Delokalisierte Elektronen sind nicht an Atomgitter gebunden (im Gegensatz zu 
Isolatoren)

Statische Näherung: ruhendes Gitter

Annahmen des Freies Elektronengas
1. Die Elektronen wechselwirken nicht mit den Atomrümpfen
2. Die Elektronen wechselwirken nicht miteinander

Atom Metallischer Festkörper

Ashcroft
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große Zahl nächster Nachbarn z.B. in
hcp nnn=12
fcc nnn=12
bcc nnn=8

(Nichtmetalle nnn~4-6)

Kleine Anzahl von Valenzelektronen, typisch ~1
aber interatomare Abstände ≫ Ionenradien

z.B. Li: 3 Å vs. 0.5 Å
Gitterkonstante: 0.35 nm, 
Ionenradius Li+: 0.09 nm
Radius Li: 0.13 nm

Betrachtung der Valenzelektronen + Ionenrümpfe →
~ 10²³ Vielteilchenproblem!!

La - Lu, hcp

Au: fcc

Cr: bcc

7.1 Typische Eigenschaften von Metallen
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7.2 Übergang zum Quantengas

Metallkristall als Würfel mit der Kantenlänge L, entspricht:
- 3D-Potentialkasten in dem Elektronen eingesperrt sind

- keine Wechselwirkungen zwischen den Elektronen

Freies Elektronengas
- periodisches Gitterpotential wird durch konstantes Potential angenähert
- Schrödinger Gleichung in Ein-Elektronen-Näherung ansetzen
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Ibach, Lüth

V

V = 0
0 L
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7.2 Zustandsdichte im reziproken k-Raum

Äquidistante Zustände im k-Raum
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0D
0-dimensional
Atom, 
Quantenpunk
𝑘𝑘 ist keine gute
Quantenzahl

1D
Quantendraht
Impuls
𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝑥𝑥 = 2𝜋𝜋

𝐿𝐿𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑥𝑥

Dichte, pro 
reziproker Länge

𝑍𝑍 𝑘𝑘 =
𝐿𝐿𝑥𝑥
2𝜋𝜋

3D
Volumen (bulk)
Impuls
𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝑥𝑥,𝑘𝑘𝑦𝑦,𝑘𝑘𝑧𝑧 =
2𝜋𝜋
𝐿𝐿𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑥𝑥, 2𝜋𝜋

𝐿𝐿𝑦𝑦
𝑛𝑛𝑦𝑦, 2𝜋𝜋

𝐿𝐿𝑧𝑧
𝑛𝑛𝑧𝑧

Dichte, pro 
reziprokem Volumen

𝑍𝑍 𝑘𝑘 =
𝐿𝐿𝑥𝑥 𝐿𝐿𝑦𝑦 𝐿𝐿𝑧𝑧

2𝜋𝜋 3

𝑍𝑍 𝑘𝑘 =
𝑉𝑉

2𝜋𝜋 3

2D
Quantenfilm
Impuls
𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝑥𝑥,𝑘𝑘𝑦𝑦, 0 =
2𝜋𝜋
𝐿𝐿𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑥𝑥, 2𝜋𝜋

𝐿𝐿𝑦𝑦
𝑛𝑛𝑦𝑦, 0

Dichte, pro 
reziproker Fläche

𝑍𝑍 𝑘𝑘 =
𝐿𝐿𝑥𝑥 𝐿𝐿𝑦𝑦
2𝜋𝜋 2

𝑍𝑍 𝑘𝑘 =
𝐴𝐴

2𝜋𝜋 2

Zustandsdichte jeweils mit 2 multiplizieren für Spin-Freiheitsgrad
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7.2 Zustandsdichte im reziproken k-Raum

Beispiele Quantenfilme und Quantenpunkte
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20 nm
GaN:Si

GaN:Mg

AlGaN:Mg

InGaN

InGaN

InGaN
GaN

GaN

TEM 
(Transmissionselektronen-
mikroskopie): K. Engl

AFM and Rheed image

GaN quantum dots in AlN matrix,
grown by MBE (molecular beam epitaxy)
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7.2 Zustandsdichte im reziproken k-Raum

Beispiele Quantenfilme und Quantenpunkte
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GaN quantum dots
in AlN matrix,
grown by MBE

Transmission electron microscopy
image (cross section)
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7.2 3D-Potentialkasten 
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Darstellung der Zustände eines Elektrons im Potentialkasten durch das 
Punktgitter im k-Raum der Wellenzahlvektoren.

Ibach, Lüth

(Spin!)
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7.2 Zustandsdichte für ein 1D, 2D, 3D Elektronengas

Gross, Marx
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Vorschau: 8.5 Zustandsdichte

Die Hauptstruktur in der Funktion D(E) wird wieder durch solche Punkte im k-Raum 
geliefert, wo gradk E verschwindet, d. h. wo die Energieflächen flach verlaufen. 
Diese Punkte heißen van Hove-Singularitäten oder kritische Punkte.

fE Flächenelement
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7.3 Fermikugel und Fermienergie

Gross, Marx

Ibach, Lüth
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7.3 Fermi-Energie

Freies Elektronengas: Zwei Zustände (↑↓)

pro Zustand im k-Raum → N Zustände 

Fermi-Energie

Fermi-Temperatur

Fermi-Wellenlänge

Fermi-Geschwindigkeit

Radius der Fermi-Kugel

Fermi-Wellenzahl: Zustände in der Fermi-Kugel mit |k| ≤ kF (bei T=0K)

Gross, Marx
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7.3 Fermi-Energie

Hunklinger

Fermi-Energie: Zustandsdichte aufgefüllt bis EF (bei T=0K)

Typische Werte für Metalle mit Elektronendichte n~5⋅1022 cm-3:

EF~4 eV,  kF~108 cm-1,  λF~0,1 nm,  

νF~108 cm/s,  TF~50000 K ≫ Schmelztemperatur

0

Vakuum

Austrittsarbeit Φ

EF
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7.3 Zahlen: Fermi-Energie, Fermi-Kugel,…

Ibach, Lüth
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7.3 Zustandsdichtebesetzung bei endlicher Temperatur

Gross, Marx
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7.3 Zustandsdichtebesetzung bei endlicher Temperatur

Gross, Marx

Fermi-Temperaturmit
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7.3 Innere Energie des freien Elektronengases

Sommerfeld-Entwicklung

Änderung der Teilchenzahldichte
mit Temperatur, �𝑁𝑁 = 0
(Gross, Marx, Gl. 7.1.47 und 7.2.4.)
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7.4 Spezifische Wärme: Elektronen und Phononen

Zwei Beiträge: Gitterschwingungen und Elektronen

Elektronen: Beitrag unwichtig bei hohen Temperaturen, 
dominiert aber bei genügend tiefen Temperaturen
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7.4 Spezifische Wärme: Elektronen und Phononen

Phononen

Elektronen

Quelle: Hunklinger
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7.4 Spezifische Wärme: Elektronen und Phononen

Quelle: Hunklinger

3d-Übergangsmetalle: 
Große Abweichungen zwischen 
Theorie und Experiment in der spez. 
Wärme, aufgrund der d- Elektronen
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7.5 Elektrische Leitfähigkeit

Quelle: Gross, Marx

Beschleunigung von Elektronen im E-Feld
 Verschiebung der Fermi-Kugel k-Raum
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7.5 Elektrische Leitfähigkeit

Quelle: Gross, Marx

Erlaubte Streuprozesse am Rand der Fermi-Kugel
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7.7 Zweidimensionales Elektronengas

Beispiele Quantenfilme und Quantenpunkte

GaN quantum dots
in AlN matrix,
grown by MBE

Transmission electron microscopy
image (cross section)
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7.7 Zweidimensionales Elektronengas

Quelle: Gross, Marx

Wellenfunktion als Produktansatz:

Schrödiger-Gl. senkrecht und parallel zur QW-Ebene:

Ebene Welle (parallel): Gebundener Zustand (senkrecht; quantum confinement) :
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7.7 Zweidimensionales Elektronengas

Quelle: Gross, Marx

Energie: Zustandsdichte:
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7.7 Eindimensionales Elektronengas

Quelle: Gross, Marx

Energie: Zustandsdichte:
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