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7.1 Modell des freien Elektronengases

Atom Metallischer Festkdrper

E] Nucleus
D Core clectrons

Ashcroft

Delokalisierte Elektronen sind nicht an Atomgitter gebunden (im Gegensatz zu
Isolatoren)

Statische Naherung: ruhendes Gitter

Annahmen des Freies Elektronengas
1. Die Elektronen wechselwirken nicht mit den Atomrimpfen
2. Die Elektronen wechselwirken nicht miteinander

ulrich.schwarz@physik.tu-chemnitz.de www.tu-chemnitz.de/physik/EXSE 3



7.1 Typische Eigenschaften von Metallen

grofRe Zahl nachster Nachbarn z.B. in
hcp n,,=12
fcc n,,=12
bcc n,,=8

(Nichtmetalle n,,~4-6)

La - Lu, hcp

Au: fcc

Kleine Anzahl von Valenzelektronen, typisch ~1

aber interatomare Abstande > lonenradien
z.B.Li: 3Avs.05A
Gitterkonstante: 0.35 nm,
lonenradius Li*: 0.09 nm
Radius Li: 0.13 nm

Betrachtung der Valenzelektronen + lonenrimpfe —
~ 102 Vielteilchenproblem!!
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7.2 Ubergang zum Quantengas

Metallkristall als Wrfel mit der Kantenldnge L, entspricht:
- 3D-Potentialkasten in dem Elektronen eingesperrt sind

- keine Wechselwirkungen zwischen den Elektronen

Freies Elektronengas
- periodisches Gitterpotential wird durch konstantes Potential angenéhert
- Schrodinger Gleichung in Ein-Elektronen-Naherung ansetzen
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7.2 Zustandsdichte im reziproken k-Raum

Aguidistante Zustande im k-Raum

0D 1D 2D 3D
O-dimensional Quantendraht Quantenfilm Volumen (bulk)
Atom, Impuls Impuls Impuls
Quantenpunk k=l =", k= (ke ky,0) = k= (kuky k) =
k ist keine gute : * 2m 2w 2m
Dichte, pro e 2% <_ M 2t )
Quantenzahl reziprokper Lange (Lx Mo, T 0) Ly My T, Tz
L, Dichte, pro Dichte, pro
Z(k) = -~ reziproker Flache reziprokem Volumen
' 200y = 2 20k) = 22
() = (2m)? (2m)3
A
z0) (2m)>2 (2m)3
" ¢ i i O/f';‘\‘\k‘k‘\k
o, o s o

Zustandsdichte jeweils mit 2 multiplizieren fur Spin-Freiheitsgrad
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7.2 Zustandsdichte im reziproken k-Raum

Beispiele Quantenfilme und Quantenpunkte

GaN quantum dots in AIN matrix,
grown by MBE (molecular beam epitaxy)
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TEM
(Transmissionselektronen-
mikroskopie): K. Engl

AFM and Rheed image
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7.2 Zustandsdichte im reziproken k-Raum

Beispiele Quantenfilme und Quantenpunkte

=

—

GaN quantum dots
in AIN matrix,
grown by MBE

—

S o - e SO
Transmission electron microscopy
image (cross section)

ulrich.schwarz@physik.tu-chemnitz.de www.tu-chemnitz.de/physik/EXSE s



7.2 3D-Potentialkasten

Darstellung der Zustande eines Elektrons im Potentialkasten durch das
Punktgitter im k-Raum der Wellenzahlvektoren.

D(k) =

Kz
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7.2 Zustandsdichte flur ein 1D, 2D, 3D Elektronengas

3D 2D 1D
f,f
/ 1
|
() () T |
.[:,_ O ‘::'_Il
/£ \\
/ - .|
£ £ £ Gross, Marx
L3 Vo L2 A | L
PO =20 =2y | P =25 =2 | PN T g
V 2m % l: A 2m 0 : L 2m % 1
D(E) 27r2(h2) B2 { D(B) 27?(}‘12) const { D(E) 271'(?12)
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Vorschau: 8.5 Zustandsdichte

E+dE Sl
vV | -
dZ = —— [ dk | s
( = ‘.'T) E %ﬂ -6 L%o
dE=|grad; E\|dk N | NEs
8 6 4 2 ol r X K r
dk — de ko_ DOS (bel. Einh.) Wellenvektor
fz Flachenelement
I dfy
D(E)dE = ,,,r [ Us dE
(27) lgrad, E(k)|

E(k )=const

Die Hauptstruktur in der Funktion D(E) wird wieder durch solche Punkte im k-Raum

geliefert, wo grad, E verschwindet, d. h. wo die Energieflachen flach verlaufen.

Diese Punkte heif3en van Hove-Singularitaten oder kritische Punkte.
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7.3 Fermikugel und Fermienergie

D (E)

Gross, Marx
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7.3 Fermi-Energie

L k Gross, Marx

Freies Elektronengas: Zwei Zustande (1))

pro Zustand im k-Raum — N Zustande

1% 4
N =2 ks
(2m)? (3“ F)
JW

L

_'v'_

Z(k) VFermi-Kugel

Fermi-Wellenzahl: Zustande in der Fermi-Kugel mit |k| < kr (bei T=0K)

3 1
krp = | 372 ﬂ — (37r2n) 3 Radius der Fermi-Kugel
%
B = 2K 50 Fermi-Energie de= 2 Fermi-Wellenlange
. _ _ _n ]
2m  2m 9 ES g
Ty = % Fermi-Temperatur vo = PE hkr  Fermi-Geschwindigkeit
B m m
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7.3 Fermi-Energie

| | Hunklinger

Austrittsarbeit ®©

Energie E

(2m 3/2
D(E) = 2H;ﬁ3 E'/?

O |
(a) Wellenvektor k = ﬁ'kx + kf_ + kzz (b) Zustandsdichte D(E)

Fermi-Energie: Zustandsdichte aufgefiillt bis EF (bei T=0K)

Typische Werte fiir Metalle mit Elektronendichte n~5-10%2 cm-3:
Er~4 eV, kr~10% cm, Ar~0,1 nm,

vi~108 cm/s, Tr~50000 K > Schmelztemperatur
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7.3 Zahlen: Fermi-Energie, Fermi-Kugel,...

Tabelle 6.1. Fermi-Energie Ep, Radius der Fermi-Kugel im k-Raum kp, Fermi-
Geschwindigkeit vg=hkg/m und Fermi-Temperatur Te=EW/ fiir einige typische
Metalle. n 1st die Konzentration der Leitungselektronen, ermittelt aus den Struktur-
daten der Elemente [6.2]. Dabei ist zu beachten, dass die Elektronenkonfiguration
von Cu, Ag und Au 3d'%45" ist, also jedes Atom ein freies”™ Elektron beitrigt
(Abb. 7.12). Hiaufig wird auch der charakteristische Radius r, verwendet. Er 1st defi-
niert durch das Volumen einer gedachten Kugel, die jedes Elektron einnimmt,
4?::'51’3:(:63:: - wobei ag der Bohrsche Radius 1st, so dass rg dimensionslos wird.
Werte fiir rg liegen zwischen 2 und 6 fiir typische Metalle

Metall n Ty kg VE E} TF
(102 ecm™) (o) (10% cm™) (108 cm/s) (eV) (10* K)

Li 4.62 3,27 1,11 1,29 4,70 5.45
Na 2,53 3,99 0,91 1,05 3,14 3,64
Cs 0.86 5,71 0.63 0,74 1,53 1,78
Al 18,07 2,07 1.75 2,03 [1.65 13.52
Cu 8.47 2.67 1,36 1,57 7,03 8.16
Ag 3.86 3,02 1,20 1,39 5,50 6,38
Au 3.9 3.01 1,20 1,39 5.32 6.41

Ibach, Lith
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7.3 Zustandsdichtebesetzung bel endlicher Temperatur
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Gross, Marx
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7.3 Zustandsdichtebesetzung bel endlicher Temperatur

1.00
Raumtemperatur: \
< i \
0.99
0.00 | 0.02 | 0.04 | 0.06 | 0.08 | 0.10
T/T,
T\ . Er |
u(T)=Eg|l-— (—) mit T = — Fermi-Temperatur
12\ T% kg

Gross, Marx
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7.3 Innere Energie des freien Elektronengases

Sommerfeld-Entwicklung

E~Eg

U:fED(E)dE+(kBT)zﬂ—;(%[ED(E)]) +...

12 [EF dD(Erg)

Eg u
~ [ ED(E)dE+ [ ED(E)dE + (ksT)*— +D(Ep)]
Jevera: | :

6

dD(Er)
dE

o~ U(T:0)+E1:D(EP)(,U—EF)+(kBT)2%2[EP +D(EF)]

~ U(T = 0) + E [D(EF)(;,{—EP) N (kBT)2”6 dDd(gP)] N (kBT)z%D(EF)

L J
|

Anderung der Teilchenzahldichte
mit Temperatur, N = 0
(Gross, Marx, Gl. 7.1.47 und 7.2.4.)
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7.4 Spezifische Warme: Elektronen und Phononen

A
a latt] T
= attice
-]
o
8
>
S Cy~T
& V
o
(4]
O electrons
©
(b}
e
0 >
0

temperature (arb. units)

Zwel Beitrage: Gitterschwingungen und Elektronen

Elektronen: Beitrag unwichtig bei hohen Temperaturen,
dominiert aber bei gentigend tiefen Temperaturen
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7.4 Spezifische Warme: Elektronen und Phononen
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Quelle: Hunklinger
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7.4 Spezifische Warme: Elektronen und Phononen

1,0 |

Nickel Ey

3d-Ubergangsmetalle:

Grol3e Abweichungen zwischen
Theorie und Experiment in der spez.
Warme, aufgrund der d- Elektronen

Zustandsdichte D(E) / willk. Einh.

0 4 8 12
Energie E/eV

Quelle: Hunklinger
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7.5 Elektrische Leitfahigkeit

Beschleunigung von Elektronen im E-Feld
- Verschiebung der Fermi-Kugel k-Raum

-] -] -] -] L] L] L] -] -] -] L]

Quelle: Gross, Marx
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7.5 Elektrische Leitfahigkeit

Erlaubte Streuprozesse am Rand der Fermi-Kugel

Quelle: Gross, Marx
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7.7 Zweidimensionales Elektronengas

Beispiele Quantenfilme und Quantenpunkte

=

—

GaN quantum dots
in AIN matrix,
grown by MBE

—

S o - e SO
Transmission electron microscopy
image (cross section)
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7.7 Zweidimensionales Elektronengas

Wellenfunktion als Produktansatz:

Y(r)=¢,(z) ol (kax+kyy) _ 6, (2) ok T

Schrodiger-Gl. senkrecht und parallel zur QW-Ebene:

Ebene Welle (parallel):

Quelle: Gross, Marx
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B h a + a \ efk".r _ E” elk”'r
| 2m \dx* 0y?)
B i
_%@ —EV(Z) Sbn(z) = €n ¢ﬂ(z)

Gebundener Zustand (senkrecht; quantum confinement) :

1 L tk.,z - L L

—= et flir - <z < +3

VL 2 =% =73
§() - L
0 fiir 2] > 5
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7.7 Zweidimensionales Elektronengas

Energie: Zustandsdichte:
ks K2 2 - A 2% = const  firE > ¢,
Ep=Ej+€y=——+ w2 DY) =17
2m  2m L? 0 sonst
E{ '
E(ky) !

E; (k)

E, (K 0,

|

4
D / (m/rh’)

Quelle: Gross, Marx
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7.7 Eindimensionales Elektronengas

Energie: Zustandsdichte:
272 272 2 2 2 2 L (2m\1/2 12 g
Em Ny _%4‘6;11 ny — h kx +h—n—n%+h—n—n§ D(ID) (E)Z 2m (h_m) (E_Eﬂlanz) / furEZEm,nz
’ 2m  2m L2 2m L; o 0 sonst

- 0 1 2 3 4 D/ (m/Zﬂzhz)I/Z

Quelle: Gross, Marx

ulrich.schwarz@physik.tu-chemnitz.de www.tu-chemnitz.de/physik/EXSE



	Ulrich Schwarz�Experimentelle Sensorik�Institut für Physik, TU Chemnitz������Sommersemester 2019
	Das freie Elektronengas
	7.1 Modell des freien Elektronengases
	7.1 Typische Eigenschaften von Metallen
	7.2 Übergang zum Quantengas
	7.2 Zustandsdichte im reziproken k-Raum
	7.2 Zustandsdichte im reziproken k-Raum
	7.2 Zustandsdichte im reziproken k-Raum
	7.2 3D-Potentialkasten 
	7.2 Zustandsdichte für ein 1D, 2D, 3D Elektronengas
	Vorschau: 8.5 Zustandsdichte
	7.3 Fermikugel und Fermienergie
	7.3 Fermi-Energie
	7.3 Fermi-Energie
	7.3 Zahlen: Fermi-Energie, Fermi-Kugel,…
	7.3 Zustandsdichtebesetzung bei endlicher Temperatur
	7.3 Zustandsdichtebesetzung bei endlicher Temperatur
	7.3 Innere Energie des freien Elektronengases
	7.4 Spezifische Wärme: Elektronen und Phononen
	7.4 Spezifische Wärme: Elektronen und Phononen
	7.4 Spezifische Wärme: Elektronen und Phononen
	7.5 Elektrische Leitfähigkeit
	7.5 Elektrische Leitfähigkeit
	7.7 Zweidimensionales Elektronengas
	7.7 Zweidimensionales Elektronengas
	7.7 Zweidimensionales Elektronengas
	7.7 Eindimensionales Elektronengas

