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Aufgabe 1 (10)

Sei R ein Integritéitsbereich. Ein von 0 verschiedenes und nicht inver-
tierbares Element p € R heifit Primelement, wenn fir alle a,b € R
gilt:
pteilt ab = (p teilt a) oder (p teilt b).
Zeigen Sie:
a) Jedes Primelement in R ist irreduzibel.
b) Ist R ein ZPE-Ring, dann ist jedes irreduzible Element in R ein
Primelement.
c¢) Sind pq,...,p, € R Primelemente und ¢, ..., ¢, € R irreduzi-
ble Elemente mit

Pr-DPn =41 qm,

dann ist m = n und es gibt eine Permutation # € §,, sowie
invertierbare Elemente uy,...,u, € R mit ¢; = u;p,) fir alle
1=1,...,n.

d) R ist genau dann ein ZPE-Ring, wenn jedes von 0 verschiedene
und nicht invertierbare Element in R ein Produkt von endlich
vielen Primelementen ist.

Aufgabe 2 (10)

Sei K ein Korper. Wir definieren die Funktion gr von K (z) \ {0} nach
Z durch: Fir p,q € K[z] mit p # 0 # ¢ sei

gr<p> = gr(p) — gr(q)-

q
Zeigen Sie, dass diese Funktion wohldefiniert ist. Fiir alle ganzen Zahlen
n sei
M, == {f € K(2)| gr(f) < n} U {0}.
Zeigen Sie: My ist ein Unterring von K (x) und fur alle ganzen Zahlen
n ist M, ein My-Untermodul von K (z).



Aufgabe 3 (10)

Was ist eine Aquivalenzrelation? Was sind Aquivalenzklassen beziiglich
einer Aquivalenzrelation?

Zeigen Sie, dass durch (a,b) ~ (c,d) :< a+d = b+ c eine Aquivalenz-
relation auf N x N definiert wird.

Zeigen Sie, dass jede Aquivalenzklasse genau ein Element von
{(a,0)]a € N} U{(0,a)|a € N} enthélt.

Es sei Z die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich ~. Zeigen Sie, dass
die Funktion

+:ZxZ+— Z,((a,b),(c,d)) — (a+¢,b+d)

wohldefiniert ist und dass Z mit dieser Addition eine kommutative
Gruppe ist.

Sehen Sie einen Zusammenhang zwischen (7, +) und (Z, +)? Definieren
Sie eine Multiplikation - auf Z so, dass Z mit der Addition + und dieser
Multiplikation ein kommutativer Ring ist und fir alle a,b € N gilt:
(1,0) ist das Einselement und

(@,0) - (5,0) = (ab,0).
Gibt es daftir mehrere Moglichkeiten?

Aufgabe 4 (10)

Was ist eine rationale Funktion mit Koeffizienten in einem Korper K7
Was heifit es, eine rationale Funktion zu kiirzen? Kiirzen Sie die ratio-
nale Funktion
2zt +22° + T2? + 32+ 6
xt 43— Tr? — 9r — 18
Interpretieren Sie diese rationale Funktion als Funktion von einer mog-
lichst grofien Teilmenge von R nach R.
Was ist die Partialbruchzerlegung einer rationalen Funktion? Berechnen
Sie die Partialbruchzerlegung in Zy(x) von

.233

(B +x+1) (22+2+1)2"

€ R(x).




