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Ubungen zur Hoheren Stochastik

Aufgabe 29. Sei X = (X,)n>1 ein stochastischer Prozess mit Zustandraum E, einem se-
parablen, vollstdndigen metrischen Raum. Bezeichne =, := %Z?:] dx, die n-te empirische
Verteilung sowie €, die o-Algebra der unter Permutationen aus S, invarianten Ereignisse
beziiglich X. Zeigen Sie, dass &, = o(=,).

Hinweis: Man zeige und verwende, dass sich jede symmetrische Funktion f : E* — R
schreiben ldsst als f(x) = g(%ZL] dx), x = (x1,...,%n) € E™ mit passendem, von f
abhéngendem g.

Aufgabe 30. Sei X eine Zufallsvariable in (0, 00) mit positiver, stetiger Dichte f. Es be-
zeichne F(t) := P(X < t) die Verteilungsfunktion von X und

[t f(s)
h(t) = J;) ]——F(S) dS, te [0, OO),

die Hazardfunktion von X. Zeigen Sie, dass h(X) exponentialverteilt zum Parameter 1 ist.
Seien ferner, fiir t > 0,

Zt = 1{X§t} und Q[t = O-(ZS | 0 S S S t).

Zeigen Sie, dass (Z; —h(X /A 1))i>0 ein cadlag Martingal beziiglich (2(;)>0 ist.
Aufgabe 31. Sei (X,Y) ein Paar reeller Zufallsvariable mit gemeinsamer Lebesgue-Dichte

fx,v. Es sei fy die Lebesgue-Dichte von Y und A = {fy > 0}. Zeigen Sie, dass K(y, - ) := &
firy € R\ A und

K(y, B) ::J M dA\(x) firy € A und B € B
B Y(U)

eine regulire bedingte Verteilung von X unter Y definiert.

Hinweis: Das Dirac-Mafl 8y kann dabei durch jedes andere Wahrscheinlichkeitsmafl auf
(R, B) ersetzt werden.

Aufgabe 32. Sei (X;,)n>1 eine austauschbare Folge mit X; € {0,1} f.s. und S, := Z?:] X;.
Zeigen Sie, dass eine Zufallsvariable Y existiert, so dass fiir alle n > 1 und 0 < k < n gilt:

P(S, =k|Y) = (Z) Y*(1 —Y)"* fast sicher.

Abgabe am Dienstag, den 12. Januar 2016, vor der Vorlesung.



