1 Metrische Raume

Definition. Eine Metrik auf einer Menge X ist eine Funktion d: X — R{ = [0, o) mit
der Eigenschaft:

i) d(z,y)=0<z=y, Vr,ye X
i) d(z,y) =d(y,z), Vx,ye X
iii) d(x,2) <d(z,y)+d(y,z), Vz,y,z € X (Dreiecksungleichung)
Ein Paar (X, d), bestehend aus einer Menge X und einer Metrik d auf X heifst metrischer

Raum.

Beispiele.
i) m-dimensionaler euklidischer Raum

R" ={x=(x1,...,2p) | x; € R, Vi}

mit d(2,y) =\/ (21 ~92) + - + (20~ yn)”
i1) Die sogenannte diskrete Metrik auf einer Menge X ist gegeben durch
|0 fallsz=y
d(z,y) = { 1 fallsx+y
ii1) Normierte Vektorraume tiber R.
Sei V' ein reeller Vektorraum. Eine Norm auf V' ist eine Funktion
IV > Rg, x|z
mit den Eigenschaften
a) |z =0 x=0,zeV
b) [Az] = Al [z, Vo eV, AeR
¢) |z +yl <z +]yl, Yo,y eV
Wir erhalten dann eine zugehérige Metrik auf der Menge V' durch

d(l‘,y) = ”x_yHa anyev-



Zum Beispiel

- R o] = /XL 2

- Fir eine beliebige Menge X betrachte den Vektorraum der beschrinkten Funk-

tionen
Fy(X;R) = {beschrinkte Funktion f:X - R}

mit der Summeoperation, gegeben durch: (f +g) (z) == f (z)+g(x)) Ve € X fir
Funktionen f,g € Fp(X;R), und der skalaren Multiplikation, gegegben durch :
(Af)(@):=A-f(x) Vxe X, eR.

FEine Norm ||.| auf Fy(X;R ist gegeben durch

| £1 = sup |f ()]
reX
Beachte: Die Menge R™ kénnen wir mit den (beschrinkten) Funktionen auf
der Menge n={1,2,...,n} identifizieren.

R" «— Fy(m;R)
x=(21,22,...,2) > [friex

(f(1),£(2),.... f(n)) < f

Die Metriken auf R™ und Fy(n;R) entsprechen sich nicht, z.B. gilt fiir n =2
- in R%2:d((0,0),(1,1))=V1+1=+2
~in Fy(2iR): d((0,0),(1,1)) =sup{1,1} = 1

Definition. Sei (X, d) metrischer Raum. Fiir € X und r > 0 nennen wir wir
B (z) ={ye X [d(z,y) <r}
die offene Kugel um x mit Radius 7.
e U c X heift offen :<> Va € U 3r > 0 so, dass B, (z) cU
e A c X heiflt abgeschlossen <> X'\ A offen

e Eine Teilmenge V c X heifit eine Umgebung eines Punktes x € X, falls es ein r >0
gibt mit B, (z) c V.



Beispiel. Die Kugeln B;(0,0) vom Radius 1 um den Ursprung (0,0) sind in R? und in
F,(2; R) unterschiedlich. Die Teilmengen sind in den folgenden Abbildungen dargestellt.
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Abbildung 1.1: Einheitskugel im R? Abbildung 1.2: Einheitskugel im F;(2;R)

Satz. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt:
i) Vereinigungen von offenen Mengen sind offen.
ii) Durchschnitte von endlich vielen offenen Mengen sind offen.
i) @ c X und X c X sind offenen Mengen.
i) Y c X ist offen < Vy €Y existiert eine Umgebung U von y mit U c Y.
Beweis.

i) Sei {U;},.; eine Familie von offenen Mengen. Sei x € U;e; U; = U. Dann gilt x € Uj,
fiir ein ig € I. Da Uj;, offen ist, existiert ein > 0: B, (z) c U;y, = B, (z) c U.

ii) Seien Uy, ..., U, offene Mengen und x € N"; U; = U. Da x € U; ist und die U; offen
sind, gibt es ein r; > 0: By, (x) c U; Vi. Setze r = min;es r;, dann gilt (da die Familie
I unendlich ist) 7 >0 und z € B, () = Nies By, () € Niey Ui = U. = U ist offen.

iii) relativ klar

iv) genauso klar

Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum, A c X.
x € X heilst innerer Punkt von A, falls A eine Umgebung von x ist.
x € X heiltt Randpunkt von A, falls gilt: Fiir jeder Umgebung V' von z gilt:

AnV @ und (X\A)nV 0.



Wir definieren weiter:

A = {zeX|xist innerer Punkt von A} Inneres von A
0A = {xeA|xist Randpunkt von A} Rand von A
A = AUdA Abschluss von A

Beispiele. i) A=(0,1]cR=X, A=(0,1), 8A=1{0,1}, A=[0,1]
i) item A=(0,1]=X, A=(0,1], 0A =@, A= (0,1]

Definition. Sei (X, d) metrischer Raum. Fiir nichtleere Teilmengen A, B ¢ X definieren
wir den Abstand zwischen A und B durch

d(A,B) =inf{d(x,y) |z A yeB}.
Satz. Sei (X,d) ein metrischer Raum, r e X, @+ Ac X.
i) reAed({z},A)=0.
ii) re A<= d({z},A)=0 und d({z},X\A4) =0.
i) ze Ao d({z},X\A)>0.
Beweis.
i), =" Gilt d({z},A) = >0, so folgt x ¢ A. Aulerdem gilt Vy € B. (x)
d({y},A)>0.
Insbesondere ist also y ¢ A und daher = ¢ OA. Insbesondere gilt x ¢ AUOA = A.
»<" Sei nun d({z},A) =0 und V eine Umgebung von z, also existiert ein € > 0

mit Be () cV
d({z},A)=0=3Fyec An B (x)

=>AnV o (1.1)
Also gilt:
(1.1) .
o fallsxe A = xcA
° fallsx¢A(1——&)x€8A
Also insbesondere z € A.
1 _ 1 _
i) ,,<" Aus d({z},A)=0 :)> reAund d({z},X\A)=0 :)> x € X\A folgt

d({z},A)=0=>zeAnX\A=0A



y =" xedA=>Ve>0gilt B.(x)nA+2=>d({z},A) Ssz;od({az},X\A) =0.
Analog erhélt man d ({z},X\A4) =0.

i) , =" z€ A= 3e>0mit B. (z) c A=d({z},X\A)>e>0

s <" d({z)}, X\A) >0 =z ¢ X\A und mit ii) und z ¢ 0A= x € A\DAc A\9A= A
O

Definition. Es seien (X,d) und (X', d") zwei metrische Rdume. Eine Abbildung f: X —
X' heifst stetig in zg € X, falls

Ve>030>0:x € Bs(xo) = f(x) € B (f (x0)) -

Aquivalent dazu ist: Eine Funktion f: X — X’ heifit stetig in x, falls das Urbild von
einer Umgebung von f (x¢) eine Umgebung von x ist.

Die Funktion f heifst stetig, wenn sie in jedem Punkt xg € X stetig ist. Dies ist dquivalent
zu: Eine Abbildung f ist stetig, wenn das Urbild einer jeden offenen Menge von X' eine
offene Menge von X ist.
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Abbildung 1.3: anschauliche Darstellung

Definition. Eine Folge (z),,y in einem metrischen Raum (X, d) konvergiert gegen ein
Element z € X, falls
Ve>0IN eNin>N =z, € B (z) .




x € X heiflt Haufungspunkt einer Folge (zy,),,y, falls in jeder Umgebung von x unendlich
viele Folgeglieder liegen.

Bemerkung. Konvergiert (xy,),,qy gegen x, so ist « der einzige Haufungspunkt der Folge.

Satz. In jedem metrischen Raum (X,d) gilt fiir eine nicht leere Menge A:
ze A< 3 Folge (zn),ey von Elementen xy, € A, die gegen x konvergiert.

FEine Abbildung f : X - X' zwischen metrischen Riumen (X,d) und (X',d") ist genau
dann stetig in x € X, wenn fir jede gegen x konvergierende Folge (xy,),, die Folge der
Bilder (f (zn)),en gegen f(x) konvergiert.

Beweis. der ersten Aussage:
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p=" Es konvergiere (xp),y gegen = € X. Gilt x € A, so sind wir fertig. Wir
nehmen daher an, dass « ¢ A. Sei V' eine Umgebung von z. Dann existiert
ein € > 0, sodass B, (x) c V. Da (x,,),,qy gegen x konvergiert existiert zu e
ein N, sodass x,, € B; (z) fur n > N. Insbesondere gilt: xy e VN A, x ¢ A.
Da V beliebig war, gilt € dA. Also gilt in jedem Fall z € AudA = A.

= Daz€ A, gilt Vr>0: B, (z)n A+ @.
Wahle zu jedem n € N ein Element

Tpn€Bi(x)nA.

Dann konvergiert (z,,),,qy gegen .
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