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Abbildung 4.5.2: Ebene Leiterschleife im homogenen Magnetfeld.

Definition 4.5.2 (Kriftepaar). Zwei Krifte F,(7) und Fy(7) gleichen Betrags
und entgegengesetzter Richtung, die in zwei unterschiedlichen Punkten 7 und 7%
angreifen,

ﬁl(fi) = —ﬁg(Fz), mit 7?1 7£ 77‘2. (452)

Wie in Abb. 4.5.1b dargestellt, erhélt man das Drehmoment eines Kréftepaars
durch vektorielle Addition:
fzfl Xﬁ1+F2 Xﬁg
452) ,, =
(:)(T’Q—T1>XF2
=y X F. (4.5.3)
Im Gegensatz zum Drehmoment einer einzelnen Kraft hingt es nicht von der

Wabhl des Pols ab, sondern ist eine charakterische Eigenschaft des Kraftepaars.
In der Festkorpermechanik befindet sich ein Korper im Gleichgewicht, wenn

die Summe aller Kréfte verschwindet: Z F=0; (4.5.4a)
die Summe aller Momente verschwindet: Z T =0. (4.5.4b)

4.5.2 Magnetisches Dipolmoment und Magnetisierung

Abb. 4.5.2 zeigt eine Leiterschleife lings der Berandung einer ebenen Fliche T’
mit Flachennormalvektor 7i. Sie wird von einem stationdren Strom I durchflossen
und befindet sich in einem homogenen Magnetfeld B. Man kann zeigen, dass fiir
das Drehmoment 7' auf die Schleife

T =1IT|ax B (4.5.5)

gilt. Das Drehmoment hingt vom Flacherninhalt ab, nicht aber von der Fldchen-
form.
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Abbildung 4.5.3: Quaderformiger Stabmagnet mit homogener Magnetisierung.

Definition 4.5.3 (Magnetisches Dipomoment 77i).
m = Il|a = IT. (4.5.6)
Damit gilt fiir das Drehmoment

T =m x B. (4.5.7)
Definition 4.5.4 (Magnetisierung M). Die riiumliche Dichte des magnetischen
Dipoloments:

-~ . Am dm
M= XV~ v (458)

Thre wichtigste Anwendung besteht in der Beschreibung von Elementarstro-
men im Sinne des Kontinuummodells.

4.5.3 Magnetische Eigenschaften von Materie

Die Drehimpulse der Elektronenorbitale und -spins sowie der Spins der Kernteil-
chen weisen darauf hin, dass es auch auf atomarer Ebene bewegte Ladungen gibt
und damit FElementarstrome flieken. Wie dufere Strome haben auch diese Ma-
gnetfelder zur Folge. Die Tatsache, dass auch das elektrisch neutrale Neutron ein
nicht-verschwindendes magnetisches Moment aufweist, deutet darauf hin, dass es
aus elektrisch geladenen Bausteinen, den Quarks, besteht.
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Beispiel 4.5.1 (Stabmagnet). Abb. 4.5.3 zeigt einen quaderférmigen Stabmagne-
ten mit homogener Magnetisierung. Wie in Abb. 4.5.3b dargestellt wird diese
durch eine Vielzahl von iiber den Querschnitt verteilten elementaren Stromschlei-
fen hervorgerufen. Weil sich im homogenen Fall die Strome im Inneren kompen-
sieren, sind die elementaren Schleifen dquivalent zu einer makroskopischen Strom-
schleife langs der Kontur; siche Abb. 4.5.3c. Somit entspricht die Gesamtheit der
elementaren Stromschleifen dem in Abb. 4.5.3d skizzierten Strombelag auf der
Mantelfliche des Magneten.

4.5.4 Magnetische Erregung und Durchflutungssatz

Nach der Ampéreschen Hypothese liegen die Ursachen des magnetischen Feldes
auch in Anwesenheit von Materie ausschlieflich in elektrischen Strémen. Kenn-
zeichnet man dufere Strome mit dem Index (), und Elementarstrome mit (-).,
so erhiilt der Durchflutungssatz (4.4.2) fiir eine gegebene Fliche I' die Form

1

—B.ds= I,+1,). 4.5.9
ar Mo ;( l) ( )

Weil die Elementarstrome nicht zuginglich sind, erweist es sich als zweckmafig,
das Magnetfeld geméf der Art der Anregung in zwei Anteile aufzuspalten:

1 o~ -
—B=H+ M, (4.5.10)
Ho

wobei die magnetische Erregung H durch dufere Strome hervorgerufen wird, und
die Magnetisierung M von Elementarstromen herriihrt. Damit zerfillt (4.5.9) in

f M-ds=) "I, (4.5.11)
or T

und die allgemeine Form des Durchflutungssatzes

]f H-d§=) I, (4.5.12)
ar T

Definition 4.5.5 (Magnetische Spannung Uj). Das Linienintegral der magne-
tischen Erregung H lings eines Weges L:

Un(L) : = /Eﬁ .d3. (4.5.13)

Mit der magnetischen Umlaufspannung U 2 (OT) erhélt der Durchflutungssatz
die Form

U () = > 1, = O(T). (4.5.14)
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4.5.5 Magnetische Suszeptibilitit und Permeabilitat

Das Anlegen eines duferen Stroms kann elementare Schleifenstrome hervorrufen
(Induktion, siehe spéter) oder in eine Vorzugsrichtung eindrehen. Daher ist die
Magnetisierung héufig eine Funktion der Erregung.

Definition 4.5.6 (Magnetische Suszeptibilitdt x). Proportionalitdtsfaktor von
der Erregung zur Magnetisierung:

—

X M = xH. (4.5.15)

Hieraus folgt fiir die Flussdichte die Darstellung

—

B =puo(1+x)H. (4.5.16)
Zur weiteren Vereinfachung vereinbart man:
Definition 4.5.7 (Relative magnetische Permeabilitit p,.).

=1+ x. (4.5.17)
Definition 4.5.8 (Magnetische Permeabilitit p).

= oLy (4.5.18)

Somit gilt das einfache Materialgesetz

—

B = popu.H = uH. (4.5.19)
Im Fall einer nichtlinearen Magnetisierungskennlinie ist auch die Steigung der

B(H)-Kennlinie an einer gegebenen Stelle H = Hj von Interesse. Sie wird durch
die differenzielle Permeabilitat pp beschrieben:

AB|  dB

woi= I, xd|, T ad|, (4:5.20)

Hy

Der Einfachheit wegen ist hier eine skalare Darstellung benutzt worden.

Definition 4.5.9 (Magnetische Reluktivitéit ). Sie bildet die Flussdichte B auf
die FErregung H ab:

v H=:vB mit v = p " (4.5.21)

4.5.6 Einteilung magnetischer Werkstoffe
Supraleiter (u, = 0):

Im Innern von Supraleitern (1. Art) verschwindet die magnetische Flussdichte.
Der magnetische Fluss beschrinkt sich auf eine diinne Schicht an der Oberfldche.
Siehe auch Kapitel 3.3.8.
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Tabelle 4.5.1: Beispiele diamagnetischer Stoffe

Stoff magnet. Suszeptibilitit y
Graphit —4.5-107%/ —-85-107°
Bismut —7.1-1074
Germanium —1.6-107°
Wasser -9.0-107
Kupfer —6.4-107

Tabelle 4.5.2: Beispiele paramagnetischer Stoffe

Stoff magnet. Suszeptibilitat y
MnSO,4-H,O +2.64 - 1073
Uran +400 - 1076
Platin +260 - 1076
Aluminium +22-1076
Sauerstoff O, +19-1076

Diamagnetische Stoffe (u,. < 1):

Beim Einbringen in ein Magnetfeld werden Elementarstréme induziert, die nach
der Lenzschen Regel so gerichtet sind, dass sie das Feld schwéchen. Mehr zur
Induktion findet sich in Kapitel 5.

Dieser Effekt ist in allen Materialien vorhanden. Wegen seiner geringen Wir-
kung ist er jedoch nur in Stoffen beobachtbar, die ohne dufsere Anregung kein
resultierendes magnetisches Moment besitzen. Diamagnetismus ist bei Bismut
(auch: Wismut) und Graphit am stérksten ausgeprigt. Im inhomogenen Magnet-
feld werden diamagnetische Korper aus dem Feld gedringt. Beispiele diamagne-
tischer Stoffe gibt Tabelle 4.5.1.

Paramagnetische Stoffe (p, > 1):

Dies sind Stoffe, die von sich aus ein resultierendes magnetisches Moment besit-
zen. In Anwesenheit einer duferen Anregung wirken Drehmomente auf die ele-
mentaren Stromschleifen, sodass sich deren Flichennormalen in die Feldrichtung
eindrehen. Dies fiihrt zu einer Verstarkung des Feldes. Nach Abschalten der Anre-
gung gibt es durch die Warmebewegung keine Vorzugsrichtung der elementaren
Stromschleifen. Im inhomogenen Magnetfeld werden diamagnetische Korper in
das Feld gezogen. Beispiele paramagnetsicher Stoffe gibt Tabelle 4.5.2.

Ferromagnetische Stoffe (1, > 1):

Auch in Abwesenheit einer duferen Anregung existieren Doménen gleich ausge-
richteter Magnetisierung, sogenannte Weifssche Bezirke. Man spricht von spon-
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Tabelle 4.5.3: Beispiele ferromagnetischer Stoffe

Stoff Curie-Temperatur T | magnet. Suszeptibilitat x
Eisen 1033 K bis 5000
Nickel 627 K bis 1000
Cobalt 1395 K
Gadolinium 2925 K

Abbildung 4.5.4: Magnetisierungskennline eines ferromagnetischen Stoffes.

taner Magnetisierung. Thre Ursache liegt in Wechselwirkungen zwischen Spinmo-
menten; diese sind nur im Rahmen der Quantenphysik erklarbar. Magnetische
Doménen haben Linearabmessungen im Bereich von nm bis gm und sind somit
kleiner als die Kristallite in einem Gefiige.

Ferromagnetismus ist nur unterhalb einer kritischen Temperatur moglich, der
Curie-Temperatur 7. Dariiber werden die Stoffe paramagnetisch. Beispiele fer-
romagnetischer Stoffe gibt Tabelle 4.5.3

Eine typische Magnetisierungskennlinie (B(H)-Kurve) zeigt Abb. 4.5.4: Im
Urzustand sind die Weiftschen Bezirke regellos ausgerichtet: Makroskopisch tritt
keine Flussdichte auf, ]é | = 0. Legt man eine dufere Anregung an, so wachsen je-
ne Doménen, deren Magnetisierungsrichtung nahe der Feldrichtung liegt. Vergro-
fsert man den Strom bzw. H, so verschieben und drehen sich die Domé&nenwénde.
Weil hierbei energetische Barrieren zu {iberwinden sind, erfolgen diese Bewegun-
gen sprunghaft; diese sogenannten Barkhausenspriiunge sind beobachtbar. Bei
weiterer Erhhung der Anregung ist eine ausgeprigte Sittigung erkennbar: Sind
alle magnetischen Momente in Feldrichtung eingedreht, so strebt die differenzielle
Permeabilitat gegen pg : pup — po-
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Verringert man danach den &duferen Strom und damit H bis auf Null, so ver-
bleibt auch ohne Bestromung (|[H| = 0) aufgrund energetischer Barriereren eine
permanente Magnetisierung. Der zugehore Betrag der Flussdichte heift Rema-
nenzflussdichte B,.

Erhoht man danach den Strom in umgekehrter Richtung, so erreicht man einen
Punkt, an dem die Flussdichte verschwindet. Der zugehorige Betrag der Erregung
heift Koerzitiverregung H,.. Entsprechend wird auf der B(H )-Kennlinie wird der
Punkt (—H,,0) erreicht.

Erh6ht man die Erregung in negativer Richtung weiter (H — —o0), so geht
der Stoff in die Séttigung. Lésst man danach die Erregung durch den Nullpunkt
wieder gegen grofle positive Werte streben, so fiihrt die Kennlinie zunéchst durch
den Remanenzpunkt (0, —B,) und danach durch den Koerzitivpunkt (H.,0) in
den Bereich der Séttigung bei H — oo. Die durch die Kennlinie beschriebene
Kurve heiftt Hysteresekurve. Wird der Stoff nicht bis in die Sattigung getrieben,
so entstehen kleinere Hysteresekurven; siehe Abb. 4.5.4. Die wesentliche Tatsa-
che ist, dass das magnetische Verhalten — abgesehen vom Sattigungsbereich — von
der Vorgeschichte abhéngt. Der Teil der Magnetisierungskennlinie beim erstma-
ligen Aufmagnetisieren vom unmagnetisierten Zustand bis in die Sattigung heift
Neukurve.

Man kann zeigen, dass die von der Hysteresekurve eingeschlossene Fliche der
Energie entspricht, die beim einmaligen Umlaufen der Hysterekurve in Warme
umgesetzt wird. Man spricht von Ummagnetisierungsverlusten.

Nach der Form der Hysteresekurve unterscheidet man hart- und weichmagne-
tische Stoffe:

e Hartmagnetische Materialien besitzen eine weite Hysteresekurve mit einer gro-
fsen Koerzitiverregung H. und einer groken Remanenzflussdichte B,. Sie finden
als Werkstoffe fiir Permanentmagnete Anwendung.

e Weichmagnetische Materialien besitzen eine schmale Hysteresekurve mit ei-
ner kleinen Koerzitiverregung H, und einer kleinen Remanenzflussdichte B,.
Diese Werkstoffe sind fiir Wechselfelder geeignet. Die fiir solche Anwendungen
ebenfalls wichtige Sattigungssflussdichte By, liegt bei Fisen um 1.4 T.

4.5.7 Grenzflichenbedingungen

Wir betrachten eine glatte Grenzflache zweier Medien mit den magnetischen Per-
meabilitdten p; und ps. Der normierte, vom Medium 1 in das Medium 2 weisende
Flachennormalvektor wird mit 715 bezeichnet. Weiterhin fordern wir, dass an der
Grenzflache frei von Flachenstromen sein moge.

Grenzflichenbedingung fiir die magnetische Flussdichte

Die Grenzflichenbedingung erhélt man am einfachsten per Analogie mit der elek-
trischen Flussdichte an einer Grenzschicht, die frei von Flichenladungen ist. Die
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Abbildung 4.5.5: Grenzflichenbedingungen fiir das Magnetfeld.

elektrische Flussbilanz im ladungsfreien Fall (2.11.19) hat ergeben, dass die Nor-
malkomponenten der elektrischen Flussdichte Dy,, und D,, stetig sind (2.11.23):

DAY =0 = D-dl=0 = Dy, =Dy,  (45.22)
o9
Weil der magnetische Hiillfluss stets verschwindet (4.3.15), miissen per Analogie

die Normalkomponenten der magnetischen Flussdichte By, und Bs, stetig sein:

dO0) =0 o B-dT=0 = By, = By,. (4.5.23)
o0

Wie in Abb. 4.5.5a angedeutet, konnte man einen eigenstindigen Beweis dhnlich
zu Kapitel 2.11.4 iiber den Hiillfluss durch die Berandung eines die Grenzfliche
durchdringenden Zylinders fiihren.

Grenzflichenbedingung fiir die magnetische Erregung

Die Grenzflichenbedingung erhélt man am einfachsten per Analogie mit der elek-
trischen Feldstdarke in der Elektrostatik. Aus der Tatsache, dass die elektrische
Umlaufspannung verschwindet (2.11.10), hat sich ergeben, dass die Tangential-
komponenten der elektrischen Flussdichte Fy; und Ey stetig sind (2.11.16):

U(or) =0 & E-di=0 — Ey = Ey,. (4.5.24)
or

Abb. 4.5.5b zeigt einen geschlossenen Pfad OI" der sich beidseitig an die Grenzfli-
che anschmiegt. Unter der Voraussetzung verschwindender Flachenstrome liefert
der Durchflutungssatz (4.5.14), dass die magnetische Umlaufspannung verschwin-
det. Per Analogie miissen die Tangentialkomponenten der magnetischen Erregung
H,; und Hy; stetig sein:

Uy =0 & H-d5=0 =  Hy=H,. (4.5.25)
or

Einen eigenstiandigen Beweis konnte man wie in Kapitel 2.11.4 fiihren.
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Abbildung 4.5.6: Grenzfliche eines Mediums mit p,q > 1 zu Luft mit o = 1.

Beispiel 4.5.2 (Grenzfliche Eisen — Luft). Abb. 4.5.6a zeigt die Grenzfliche eines
hochpermeablen Mediums 1 mit u,.; > 1, z.B. Eisen, zu einem Medium 2 mit
- = 1, z.B. Luft. Gesucht sind die Normal- und Tangentialkomponenten der
Flussdichte an der Grenzschicht in Medium 2.

Mit Hilfe des Flachennormalvektors é, und des Tangentialvektors é; zerlegt
man die Felder an der Grenzfliche in ihre jeweiligen Normal- und Tangentialkom-
ponenten:

By = Bué; + Binén, (4.5.26)
By = Byéy + Boyéy. (4.5.27)
Die Stetigkeitsbedingung (4.5.23) liefert unmittelbar
Bsy = Bip. (4.5.28)
Die Stetigkeitsbedingung (4.5.25) und das Materialgesetz (4.5.19) fiihren auf
Hyy = Hy, (4.5.29)
Lp,=Ln, (4.5.30)
2 M
By = EBH ~0 fir pye < 1. (4.5.31)

Die Flussdichte tritt aus dem hochpermeablen Material ndherungsweise senkrecht
aus.

Abb. 4.5.6b zeigt den Spezialfall, dass die Flussdichte im Eisen tangential zur
Grenzfliche verlduft, By, = 0. Wegen (4.5.30) und (4.5.31) gilt in der Luft

B2n = 07

4.5.32
Bgt ~ 0. ( )

Bln:O — {

Die Flussdichte in der Luft ist vernachlissigbar; der magnetische Fluss wird vom
hochpermeablen Material gefiihrt.
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(a) Struktur eines magnetischen Kreises. (b) Abschnitt.

Abbildung 4.6.1: Magnetkreis mit mehreren hochpermeablen Abschnitten und
wohldefiniertem Luftspalt.

4.6 Der magnetische Kreis

Bsp. 4.5.2 hat gezeigt, dass hochpermeable Stoffe den tangential zu einer Grenz-
fliche verlaufenden magnetischen Fluss fiihren. Dies ermoglicht die Konstruktion
magnetischer Kreise mit wohldefinierten Luftspalten. Abb. 4.6.1a zeigt eine typi-
sche Anordnung: einen hochpermeablen Kern mit Luftspalt.

Der Magnetkern besteht aus mehreren zylindrischen Abschnitten (d.h. kon-
stanten Querschnitts). Fiir die einzelnen Abschnitte rechnet man mit mittleren
Langen; Inhomogenitiaten der Flussdichte an den Grenzflichen einzelner Ab-
schnitte werden iiblicherweise vernachlissigt.

4.6.1 Ohmsches Gesetz des Magnetismus: Reluktanz

Definition 4.6.1 (Magnetischer Widerstand, Reluktanz R/). Fiir einen unver-
zweigten Magnetpfad mit konstantem Fluss der Proportionalititsfaktor zwischen
dem magnetischen Fluss ¢ und der magnetischen Spannung U,,:

RM . UM = RM(I) (461)

Im Vergleich mit dem klassischen Ohmschen Gesetz fiir stationdre Strome
entspricht die magnetische Spannung U,; der elektrischen Spannung U, und der
magnetische Fluss ® entspricht dem elektrischen Strom [.

Beispiel 4.6.1 (Reluktanz eines hochpermeablen Zylinders). Abb. 4.6.1b zeigt
einen in z—Richtung weisenden zylindrischen Abschnitt der Linge [ und der
Querschnittsfliche A. Seine Permeabilitit ist homogene und sehr hoch, p > py,
und seine Mantelflichen sind von Luft mit p = pp umgeben.

Die Flussdichte tritt senkrecht auf die Deckfliche ein bzw. auf die Grund-
fliche aus. Daher ist die Flussdichte axial ausgerichtet und homogen, und der
magnetische Fluss ® ist fiir jeden Querschnitt derselbe:

B = Bé. = const . : d = / B-dl = / Bé. - é.dl' = BA. (4.6.2)
A A
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Abbildung 4.6.2: Unverzweigter Magnetkreis: Langs eines Umlaufs ist der magne-
tische Fluss auf allen Querschnitten konstant.

Fiir die magnetische Spannung U, ldngs der Zylinderachse folgt somit

1t 1t

Uy = (#—A> ®. (4.6.4)

Somit gilt fiir die Reluktanz

L - 1 1
H=-Bé,=const.: U, = / H.-ds= / —Bé,-é,dz=—BIl, (4.6.3)
L 0o M
l

R == (1.6.5)

4.6.2 Der unverzweigte Magnetkreis: Maschenregel

Abb. 4.6.2 zeigt einen Magnetkreis, der aus einem hochpermeablen Kern und
einem Luftspalt besteht. Der Kern setzt sich aus Abschnitten zusammen, die
jeweils durch ihre mittlere Lange [;, ihren Querschnitt A; und ihre Permeabilitét
Wi > 1o beschrieben werden. Der Luftspalt hat die Lange [, und den Querschnitt
Ap. Das Magnetfeld wird durch eine vom Gleichstrom I durchflossene Wicklung
mit NV Windungen erregt.

Die magnetische Flussdichte wird im hochpermeablen Material gefiihrt und
tritt normal zum Kernquerschnitt in den Luftspalt ein. Fiir die Anordnung ist
kennzeichnend, dass der magnetische Fluss ® ldngs eines geschlossenen Umlaufs
durch beliebige Querschnitte derselbe ist:

O, =0y =...= D5 =D = const = P. (4.6.6)

Man spricht von einem unverzweigten Magnetkreis mit dem Maschenfluss ®.
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(a) Struktur. (b) Netzwerkknoten.

Abbildung 4.6.3: Verzweigung eines Magnetkerns. Der magnetische Fluss wird in
den hochpermeablen Pfaden gefiihrt.

Der Durchflutungssatz (4.5.14)

O=Ni=Uy=Y» Uy, (4.6.7)

entspricht der Kirchhoffschen Maschenregel, wobei die Durchflutung © der elek-
trischen Quellspannung entspricht, und die magnetischen Spannungen die elek-
trischen ersetzen. Einsetzen der Reluktanz (4.6.1) unter Beriicksichtigung der
Konstanz des Maschenflusses fiihrt auf

i

Diese Gesetzmaéfigkeit ist von der Serienschaltung elektrischer Widerstande be-
reits bekannt.

4.6.3 Verzweigungen: Knotenregel

Abb. 4.6.3a zeigt eine Verzweigung eines in Luft eingebetteten Magnetkerns aus
hochpermeablen Material. Der magnetische Fluss wird im Magnetmaterial ge-
fiihrt, wihrend die Flussdichte in der Luft ndherungsweise verschwindet.

Allgemein betrachten wir die magnetisch leitfahige Verbindung von N Ma-
gnetpfaden mit den Fliissen @1, ... ®x. Die Zahlfeilrichtungen fiir die Fliisse mo-
gen der Einfachheit wegen von der Verbindung weg gewihlt sein. Schlieft man die
Verbindung in ein Gebiet €2 ein, so schneidet die Berandung 0f2 die Magnetpfade
0f) mit den nach auften fliekenden Fliissen ®;. Der in der Luft liegende Teil der
Berandung befindet sich im feldfreien Raum.
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Die magnetische Flussbilanz (4.3.15) liefert die Beziechung

DO =0=) @, (4.6.9)

Sie entspricht der Kirchhoffschen Knotenregel fiir elektrische Netzwerke. Abb. 4.6.3b
zeigt das entsprechende magnetische Netzwerk: Die Verzweigung wird als Netz-
werkknoten dargestellt.



Kapitel 5
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