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Universität Leipzig
Wintersemester 2007/08

Maß- und Integrationstheorie: Übungsblatt 7
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AUFGABE 7.1 (5 Punkte) — Eine Menge N ⊂ E = [0, 1]2 mit λ∗

E
(N) = 0 heißt eine (Lebesgue-)

Nullmenge. Zeigen Sie Folgendes.

(i) Jede Nullmenge ist Lebesgue-messbar.

(ii) Jede abzählbare Vereinigung von Nullmengen ist eine Nullmenge.

(iii) Überabzählbare Vereinigungen von Nullmengen sind i. Allg. keine Nullmengen.

(iv) Jede abzählbare Teilmenge von E ist eine Nullmenge.

(v) Die Verbindungsstrecke von zwei beliebigen Punkten aus E ist eine Nullmenge.

AUFGABE 7.2 (4 Punkte) — TRANSLATIONSINVARIANZ. Es sei E = [0, 1]2, und für eine Menge
A ⊂ R

2 und ein x ∈ R
2 sei A + x = {a + x : a ∈ A} die Verschiebung von A um x.

(i) Zeigen Sie, dass für jede Menge A ⊂ E und jedes x ∈ E mit A + x ⊂ E gilt: λ∗

E
(A) =

λ∗

E
(A + x).

(ii) Zeigen Sie, dass für jede Lebesgue-messbare Menge A ⊂ E und jedes x ∈ R
2 mit A + x ⊂ E

die Menge A + x ebenfalls Lebesgue-messbar ist und dass gilt: λE(A) = λE(A + x).

(iii) Zeigen Sie die Translationsinvarianz des Lebesgue-Maßes λ auf dem R
2.

AUFGABE 7.3 (4 Punkte) — Seien Ω und Ω′ beliebige Mengen und sei f : Ω → Ω′. Beweisen oder
widerlegen Sie:

1. Ist F ′ eine σ-Algebra über Ω′, so ist f−1(F ′) = {f−1(A) : A ∈ F ′} eine σ-Algebra über Ω.

2. Ist F eine σ-Algebra über Ω, so ist f(F) = {f(A) : A ∈ F} eine σ-Algebra über Ω ′.

AUFGABE 7.4 (3 Punkte) — Sei zu n ∈ N das Mengensystem En = {{1}, . . . , {n}} ⊂ P(N)
gegeben, und sei Fn = σ(En) die von En über N erzeugte σ–Algebra. Zeigen Sie:

1. Fn = {A ⊂ N : A ⊂ {1, . . . , n} oder {n + 1, n + 2, . . .} ⊂ A },

2. Fn ⊂ Fn+1,

3. ∪∞

n=1Fn ist keine σ–Algebra über N.


