Teil IV

Regulare Sprachen und endliche Automaten

Teil 4: Minimierung von DFAs




(Nicht-)Minimale Automaten

Minimaler DFA

Ein vollstindiger DFA A heiBt
minimal, wenn kein anderer
vollstandiger DFA fiir £L(A) weniger
Zustande hat als A.
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(Nicht-)Minimale Automaten

Minimaler DFA

Ein vollstindiger DFA A heiBt Beobachtung
minimal, wenn kein anderer . - . .

’ Nich DFA l.
vollstandiger DFA fiir £L(A) weniger icht jeder ‘st minima

Zustande hat als A.

Wie kénnen wir DFAs

minimieren?

K
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Lésung: Der Aquivalenzklassenautomat

Sei ¥ AIphab_gt, sei L C X% regular.
Sei A=, der Aquivalenzklassenautomat zu L. Es gilt:
Q@ A—, ist minimal.

(2] Sei AM = (EaQM75M7q0,M7FM) ein minimaler DFA
mit £L(Apr) = L. Dann gilt fiir alle z,y € ¥*:

dnr(qo.nr, ) = dar(qo ar, y) genau dann, wenn z =p, y.
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Lésung: Der Aquivalenzklassenautomat

Sei ¥ AIphabgt, sei L C X% regular.
Sei A=, der Aquivalenzklassenautomat zu L. Es gilt:
Q@ A—, ist minimal.

(2] Sei AM = (EaQM,5M7q0,M7FM) ein minimaler DFA
mit L(Ap;) = L. Dann gilt fir alle z,y € ¥*:

dnr(qo.nr, ) = dar(qo ar, y) genau dann, wenn z =p, y.

4

Der Aquivalenzklassenautomat ist
der einzige minimale Automat fiir L
(bis auf Umbenennungen).
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Lésung: Der Aquivalenzklassenautomat

Sei ¥ Alphabet, sei L C X* regular.
Sei A=, der Aquivalenzklassenautomat zu L. Es gilt:
Q@ A—, ist minimal.
(2] Sei AM = (E,QM,(SM,QO’M,FM) ein minimaler DFA
mit L(Ap;) = L. Dann gilt fir alle z,y € ¥*:

dnr(qo.nr, ) = dar(qo ar, y) genau dann, wenn z =p, y.

4

Der Aquivalenzklassenautomat ist Zu gegebenem DFA A den
der einzige minimale Automat fiir L Aquivalenzklassenautomat fuir
(bis auf Umbenennungen). L(A) berechnen.
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Lésung: Der Aquivalenzklassenautomat

Sei ¥ Alphabet, sei L C X* regular.
Sei A=, der Aquivalenzklassenautomat zu L. Es gilt:
Q@ A—, ist minimal.
(2] Sei AM = (E,QM,(SM,QO’M,FM) ein minimaler DFA
mit L(Ap;) = L. Dann gilt fir alle z,y € ¥*:

dn(qo,n5 %) = 6ar(qo,nr,y) genau dann, wenn x =r, 3.

4

Der Aquivalenzklassenautomat ist Zu gegebenem DFA A den
der einzige minimale Automat fiir L Aquivalenzklassenautomat fuir
(bis auf Umbenennungen). L(A) berechnen.

@ ldee: Verschmelzen von Zustidnden, die nicht unterscheidbar sind.
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Handwerkszeug

e Sei A:=(%,Q,6,q,F)
vollstandiger DFA.

o A, : Selber DFA, aber mit
Startzustand q.
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Handwerkszeug

® Sei A:=(%,Q, 0,40, F) (Un-)Unterscheidbarkeitsrelation
vollstandiger DFA.

) P, q € Q sind nicht unterscheidbar
o A, : Selber DFA, aber mit wenn L£(A,) = L(A,).

Startzustand q. Schreiben: p =4 g
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e Sei A:=(%,Q,6,q,F)
vollstandiger DFA.

o A, : Selber DFA, aber mit
Startzustand q.
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P, q € @ sind nicht unterscheidbar
wenn L(A,) = L(Ag).
Schreiben: p =4 ¢
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Handwerkszeug

e Sei A:=(%,Q,6,q,F)
vollstandiger DFA.

o A, : Selber DFA, aber mit
Startzustand q.

(Un-)Unterscheidbarkeitsrelation

P, q € @ sind nicht unterscheidbar
wenn L(A,) = L(Ag).
Schreiben: p =4 ¢

e =, ist Aquivalenzrelation

Sei A:=(%,Q,0,qo, F) vollstandiger DFA, L := L(A).
Fiir alle z,y € X* gilt:

x =g, y genau dann, wenn 6(qo, z) =4 0(qo,Yy)
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Handwerkszeug

® Sei A:= (%,Q,0,q0, F) (Un-)Unterscheidbarkeitsrelation
vollstandiger DFA.

) P, q € Q sind nicht unterscheidbar
o A, : Selber DFA, aber mit wenn L£(A,) = L(A,).

Startzustand q.

Schreiben: p =4 ¢

e =, ist Aquivalenzrelation

Sei A:=(%,Q,0,qo, F) vollstandiger DFA, L := L(A).
Fiir alle z,y € X* gilt:

x =g, y genau dann, wenn 6(qo, z) =4 0(qo,Yy)

Konsequenz

Wenn A reduziert ist und alle Zustandspaare unterscheidbar
sind, ist A der Aquivalenzklassenautomat.

y
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Die Idee hinter dem Algorithmus

Hauptidee

berechnen nicht =4 = {{p, q} | p,g € Q,p=a q} (nicht unterscheidbar)
sondern U = {{p,q} | p,q € Q,p #4 q} (unterscheidbar)

suchen dazu z € ¥* mit 2z € (L(4p) A L(Ay))

Regulére Sprachen 4/8



Die Idee hinter dem Algorithmus

Hauptidee

berechnen nicht =4 = {{p, q} | p,g € Q,p=a q} (nicht unterscheidbar)
sondern U = {{p,q} | p,q € Q,p #4 q} (unterscheidbar)

suchen dazu z € ¥* mit 2z € (L(4p) A L(Ay))

Konstruieren dazu:

Uo:={{p.q} |pEF,qe(Q—F)}
Ui+1 = Uz’ U {{p’Q} ‘ {5(p? a)75(q? a)} S Ui?a € E}

e U, enthilt die Paare, die durch (mindestens) ein Wort der Lange < i
unterschieden werden kdnnen
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Algorithmus 1 : minimiereDFA

g A W N =

0 N o

10

11
1

13

N

Eingabe : Ein DFA A := (X,Q,6,q, F)

entferne alle Zustinde aus (), die nicht erreichbar sind;
Uo+ {{r,q} |p€ Flqe (Q - F)};
fertig « false; i < 0;
while not fertig do
fertig < true; U;+1 < U;;
foreach p,q € Q mit p # q, {p,q} ¢ U; do
foreach a € ¥ do
if {(5(p, a),d(q, a)} € U; then
fiige {p, q} zu U, 41 hinzu; fertig < false;
| i i+l
U+ U;
[g)=, == {p | {p,q} ¢ U} fiiralle g € Q;

return Aquivalenzklassenautomat fiir =4

Regulire Sprachen

5/8



OO ONOSN
a a

Regulére Sprachen (]



o= os"
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Beispiel

a,b

T | | N

Y| W N~
Wik | W WP

Regulire Sprachen 6/8



Beispiel

la|®] 5T,

1] 2 . 7

2 [ 3] 5 I i
iij 5 || Uo Uo | U |
51315 lrl2]3]4]
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Beispiel

la|®] 5T,

1] 2 oo

2 [ 3] 5 I i
iij 5 || Uo Uo | U |
51315 lrl2]3]4]
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Beispiel

[als -
L [1]2 BRI
20315 1[0 [ U

1 0
iij 5 || Uo Uo | U |
315 lrf2]3]4]
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Beispiel

[als -
L [1]2 BRI
20315 1[0 [0 | =

1 0| =
i ij 51T | = | U0 | Uo |
315 lrf2]3]4]
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Beispiel

a b
1 1] 2 Aquivalenzklassen von =, 2 || Uo
3| UL | U
2 3 O [1] = {1}, 41\U | Uy | =
B R R 2] = 5] = {2.5}, 51 0o | = U0 | 0o
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Beispiel

1] [i] 2] Aquivalenzklassen von =, ?, go o

1| Uo
EHNENND 1= 0, o=
RRRnREs 2) = [5] = {2,5}, 5T = [0 [T
5] 13| [5] 8] = [4] = {3,4}. H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘




Beispiel

[1] [i] 2] Aquivalenzklassen von =4 ?, ZO -

1| U
2o T )= {1, G0 ]
RER I P-B=25, | 5[0l = 0|0
21 B2 [3] = [4] = {3,4}. T1]2]3]4]




Beispiel

DIDEE R

2 B2 1] = {1}, 0, T =

(3] || 13] | [3] 2] = [5] = {2, 5}, 5[ Uo | = [ Uo | U |
B B3 T T3 2
SRRERED 3] =[] = {3,4}. Frf2]3]4]




1] [i] 2] Aquivalenzklassen von =4 ?, go 0
1| Uo
[;] [g] [? [1] = {1}, NEARAE
SRR 2) = [5] = {2,5}, 5T = [0 [T
8] = [4 = {3,4}. IERENEREN




2 || Uy
31 U | Uy
21 [ 13 | 2] 1] = {1}, 10 (O, =
(3] || 13] | [3] 2] = [5] = {2, 5}, 5[ Uo | = [ Uo | U |
[3] = [4] = {3,4}. fT1]72[]3]4]




Analyse von minimiereDFA

Sei A:=(%,Q,0,qo, F) ein vollstindiger DFA.
Sei k:=|X| und n :=|Q)|.

minimiereDFA berechnet aus A einen minimalen
DFA fiir £L(A) in maximal O(kn3) Schritten.
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{p,q} € U; genau dann, wenn ein z € ¥* existiert,
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Analyse von minimiereDFA

Sei A:=(%,Q,0,qo, F) ein vollstindiger DFA.
Sei k:=|X| und n :=|Q)|.

minimiereDFA berechnet aus A einen minimalen
DFA fiir £L(A) in maximal O(kn3) Schritten.

{p,q} € U; genau dann, wenn ein z € ¥* existiert,
fiir das |2| < i und z € (L(4,) A L(Ay))

Beim Aufruf von minimiereDFA auf A wird die
while-Schleife in Zeile 4 maximal (n — 1)-mal durchlaufen.
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Algorithmus 1 : minimiereDFA

© 0 N O O & W N =

10

11
12
13

Eingabe : Ein DFA A := (X, Q. 4, qo, F)

entferne alle Zustinde aus (), die nicht erreichbar sind;
U0<_{{paQ} |p€qu€ (Q—F)},
fertig < false; i < 0;
while not fertig do
fertig < true; U;+1 < U;;
foreach p,q € Q mit p # q, {p,q} ¢ U; do
foreach a € ¥ do
L if {6(p,a),d(q,a)} € U; then
L fiige {p, ¢} zu U;;1 hinzu; fertig < false;
1+—1+4+1
U + Ui;
ld=, =A{p | {p,q} ¢ U} firalle g € Q;

return Aquivalenzklassenautomat fiir =4
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