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Aufgabe 1: (25 Punkte)

(a) Sei σ := {E} die Signatur, die aus einem 2-stelligen Relationssymbol E besteht.
Berechnen Sie die reduzierte Termstruktur [AΦ] für die Formelmenge

Φ := { vi = vi+2 : i ∈ N>1 }
∪ { E(v0, v7), E(v1, v4), E(v6, v0), ∀v1∀v3

(
E(v1, v3)→ E(v3, v1)

)
} .

(b) Beweisen Sie Lemma 7.37, d.h. zeigen Sie Folgendes:

(i) Für alle t ∈ Tσ gilt: JtK[IΦ] = [t].
(ii) Für alle atomaren FO[σ]-Formeln ϕ gilt: [IΦ] |= ϕ ⇐⇒ Φ `S ϕ.

(c) Arbeiten Sie die Details für den Fall ϕ = (ϕ1 ∧ ϕ2) im Beweis des Satzes von Henkin aus.

Aufgabe 2: (25 Punkte)

Zeigen Sie Folgendes:

(a) Es gibt eine widerspruchsfreie, negationstreue Formelmenge Φ ⊆ FO[σ], so dass [IΦ] 6|= Φ.

(b) Es gibt eine widerspruchsfreie Menge Φ ⊆ FO[σ], die Beispiele enthält, so dass [IΦ] 6|= Φ.

Hinweis zu (a): Betrachten Sie zunächst die Formelmenge { ∃v0 P (v0) } ∪ {¬P (t) : t ∈ Tσ } .

Aufgabe 3: (25 Punkte)

Beweisen Sie Behauptung 2 aus dem Beweis von Lemma 7.42, d.h. zeigen Sie, dass die im Beweis
von Lemma 7.42 definierte Formelmenge Θ widerspruchsfrei ist.

Aufgabe 4: (25 Punkte)

(a) Sei σ eine beliebige Signatur. Betrachten Sie die Formelmenge

Φ := { v0 = t : t ∈ Tσ } ∪ { ∃v0∃v1 ¬v0 = v1 } .

Zeigen Sie, dass Folgendes gilt:

(i) Φ ist widerspruchsfrei.
(ii) Es gibt keine Menge Ψ ⊆ FO[σ] mit Ψ ⊇ Φ, so dass Ψ widerspruchsfrei ist und Beispiele

enthält.

(b) Beweisen Sie, dass Folgendes gilt: Ist σ eine abzählbare Signatur, so ist die Menge aller
FO[σ]-Formeln abzählbar.

(c) Arbeiten Sie die Details am Ende des Beweises von Lemma 7.41 aus, d.h. zeigen Sie, dass
Folgendes gilt: Ist für jedes n ∈ N die im Beweis von Lemma 7.41 definierte Menge Ψn

widerspruchsfrei, so ist auch die Menge Ψ :=
⋃
n∈N Ψn widerspruchsfrei.


