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1. Aufgabe (6 Punkte)
Wir bezeichnen mit x = (x1, x2, . . .) = (xj)

∞
j=1, xj ∈ C für alle j ∈ N, eine (unendliche)

Folge komplexer Zahlen und mit x̄ = (x̄j)
∞
j=1 deren komplex konjugierte Folge. Betrachten

Sie den aus der Übung bekannten (unendlichdimensionalen) unitären Vektorraum

`2 =

{
x = (xj)

∞
j=1 mit

∞∑
j=1

|xj|2 < ∞
}

mit dem Skalarprodukt

〈·, ·〉 : `2 × `2 → C, (x, y) 7→ 〈x, y〉 =
∞∑

j=1

xj ȳj.

(i) Sei a ∈ `2. Definiere

Ma : `2 → `2, x 7→ (ajxj)
∞
j=1.

(a) Zeigen Sie, dass Ma wohldefiniert ist, also dass Ma(x) ∈ `2 für x ∈ `2 gilt, und
dass Ma ∈ L(`2, `2) ist.

(b) Zeigen Sie, dass Ma eine Adjungierte Mad
a besitzt und bestimmen Sie diese.

(c) Bestimmen Sie alle a ∈ `2 für die Ma selbstadjungiert ist.

(ii) Sei

F : `2 → `2, x 7→ (xj + xj+1)
∞
j=1

Zeigen Sie, dass F eine Adjungierte besitzt und bestimmen Sie diese.

2. Aufgabe (5 Punkte)
Seien V ein endlichdimensionaler unitärer Vektorraum und f ∈ L(V, V ). Zeigen Sie, dass
f genau dann selbstadjungiert ist, wenn 〈f(v), v〉 ∈ R für alle v ∈ V gilt.
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3. Aufgabe (5 Punkte)
Zeigen Sie:

(i) Ist V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum, dann gilt

dimR{f ∈ L(V, V ) | f = f ad} =
n(n + 1)

2
.

(ii) Ist V ein n-dimensionaler unitärer Vektorraum, dann gilt

dimR{f ∈ L(V, V ) | f = f ad} = n2.

4. Aufgabe (4 Punkte)
Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum mit dem Skalarprodukt 〈·, ·〉 und
Φ der Fréchet-Riesz-Isomorphismus aus HA 03-3. Zeigen Sie, dass f ad = Φ−1 ◦ f ∗ ◦ Φ für
f ∈ L(V, V ) gilt.

Bemerkung: Die gleiche Aussage gilt ebenfalls für unitäre Vektorräume, allerdings ist
Φ : V → V ∗, v 7→ 〈·, v〉, dann semilinear und bijektiv.

Zusatzaufgabe (5 Punkte)
Seien (V, 〈·, ·〉V ) und (W, 〈·, ·〉W ) zwei endlichdimensionale euklidische Vektorräume und sei
f ∈ L(V, W ). Zeigen Sie, dass ein eindeutiges g ∈ L(W,V ) mit

〈f (v) , w〉W = 〈v, g (w)〉V ∀ v ∈ V, w ∈ W

existiert. Wir schreiben dann f ad := g und nennen diese die zu f adjungierte Abbildung,
oder kurz die Adjungierte von f .

Gesamtpunktzahl: 20
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